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������, <	���� 	�����(������ � ���
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@����<��������	� 	������� �����	����	� ������� ����

>��������� ���� ������	� ��	� ����	�, ��� ����� C���
��������� 	 ��������� 
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��	, ��	
��	����	� 	 ������&����� 
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�������� ���	3� 	 ���
���&� ���	� ������=��	� � ��	�����		 ��������� �����

������ 	 ����������	� ������ ��� ��	���	� ���	����	�

���3	��
 ����������� �	���# ��&�� ����� ��������	�� �	����

�����	3	���� 	 ��	�	������� !����� ��	�� �������	(���
�� ������	�� �&>�	(������� 	 ���������� ! ������ ��	��,
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��	�
�	 ��� ��<��	� (���� ���	������� ��������	�� A� �������
����� �������	�� ��� � �������� ����	(�3		 ������������
���	����	� ���	����	�, �� 	 ��� ����� ���������� ��	
���
	�	� F	���� =� ����	�� � ����# 	 �������	���# ���&���
��	�� ������������ ���	����	� ����������� �����������

���3	� ���	������� ��������	��
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�� %( ���=���� �����	���, 	�����(����� � �����������
	�
����3	��������	��	������ 	 ���������	��3	����� �	�
�����, ��=�� �����	� ������, ����	(�3	� ������ ��>�, ���
����	� ��(���� (�������	�� + ��	� ������� ������ ����	
�����	��, ������ ������ �������# ��#�
����� �	
��������
+ ?����&	����“ ���	����	� ���	����	� � �����# �������
������ ����	 �	���� �����	(	��������� �����	�����	�
C@� )D 	���������� �	������� C%�@D 	 �	���� ��	������

	������ (�>	� 	�
����3		 G28, 24, 08, 07, 0:, ;2, 40, 2/;H�
"�� ������ ����� ���&���� ��(���� ��������� ����=�

���	�� �	������� ������� C����	���	�� ���	����� ���	�
���, ����=���	�� ������		 %�@, ���&����� ��=����	���	�
	 ������	(�3		 ������D 	, ������������, ��>�������� ��(�
�����	�� ����������� ��<����� (���� G20., 24/, 240H�
"�� ����� ���&���� ����	(�3		 ���	����	� ���	����	�

���� ����	���� &�������� <	������ �������	# ��	�����
	�
����	� ������ � �	���� (�>	� B��������� 	�
����3		� !
�����#����� �	����� ��&���� �����	� �����	� ������	
<	
�����	� ��	 	�����(����		 �	������3������� �&>��� ��	�
�����	�� "�� ������� (�>	>�����	 �&��&��	 ������ ���&���
�	�� �&�����	� $#��%������“ G:8H <	
�����	�, � ��� <	
���
���	� ���� ������, ����	��� � B�������(��	�	��� ����	�
! �&>�� ������, �&��&��� ������ ���(��� � ���	(�������	

(�������	 �� ���	� 	 (��	�� ������, ��B��� ��&���� �&�����
�	� ������������ ��(��	�	��� <	
�����	� �������� &�����
������� @���������� A!� �������	(�#�� &���<	� �&6����
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��������� ����	 	 ������� �������# (��	�	 	 ��	����	��
A	 
����� 	 ��������# �����	� ��&����	�, ��� � <	
���,
�� 	 � �����&�� 	� ����	(�3		�
 ������	���� �����&�� ����<��	� ������	 ��	���	�

��� ������� ������	� B������� �	&���	 � �������# ����
������ ��	�������	��� "�� ����	������ ���>���	���	
B��� �����&� ���&���	��, ��&� ���� �����	�� <	
�����	�
&��� ����� ��������� B�������, � ��� ���� &� B�������
��������� ��#��� '��	� <	
�� � G:8H ��(���� ������������
������	���
 �	 	�����(����		 �������	�	�������� <	
��� ����� ���

����� <	
�����	� �������#�� �������	����	� $ ������3	�
�����	�� <	
�����	�� *��	�	� B��� �������	����	� �����
��� 
������, ��>������� �=�����#>	� ��&����	� � ����
����� ����	(�3		 ���	����	� ���	����	��
! G:0, :8H ������ ���&���� ��<���� ���� ��(��&��	 ����

������ <	
���, ��	���#>	� ���3	
	�� �&��&��	 	�
���
��3		 � �	������3������� �&>��� ��	�����	� 	�	 �����������
#>	� ��	�����	� ��������� ������ ��������� ������� ���
����, ��(��=�� 	 ������ ��� $ �����&����������� �������
�%��%���� ��#�
���� �������'��� !���� ��� &���� �������
�����, �� ��� ��(����� ���&����� ����� B

��	��� ����	�
(����� <	
��� �� ������ ��������� ���	����	� �������

	� )���	(�3	� �����	��� ���	������� ��������	� ���	3	���
�� ��<����� � ������ ���		 �������� ������� ��� (�����
�	��(� ����� �	�	������� ���=���	� *������ �� �	&����
����������� ����	(�3		, ��������������� ������� ��	���	�
����� � ����� A!� ��� ����	�� ���(������ ����'�������
�	�, $ ������ ��	���	� �����	��� 	 ���� �� �(��� &������
����&�� �� ��������� ���������� ��(����#>	� ��(��=���
��� ����������� A!��  �	 ���	���		 ���	������ ���������,
��� ����	��, 	�����(�#�� �	<� ���	����	� �������� 	 ���
����� ��������� ���������  �	 B��, ��	� ������� A!� ���
���� ��&�� ������ C� �� ����� ���	����	�D, �������� �������
=	������ ��(������� 3����	������� ������ 	 ��� 	�����(��
#�� ������ �����	������
(��������������� ���=	�<���� �	��3		 (���#����� � ��,

�� � ������ �������	� ���� ���	��	������ ���	�	 ��=� ���
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� =� (����� ����&�� ���	�	, ������ � ����>�# B�� ���	�	
�� ������ B

��	��� ����	(�����
@�������	�� &��� ���	� � 
��, �� ������� ����	�

(�3	� ���	����	� �����	���, ��� �>� ������=�� ��	��� 	��
����(������ �� ����	� ����	����	� ��	��=��	��� A���, �
������	, �����&���� <	����� ������������	�  5%@$ ����
�����	������ ����(������� %�@� ��������� ����	(�3	� 	��
����(���� � �	����� � ��	�����
	������ (�>	�� 	�
�����
3		 � 3���# ������=��	� ������� ������	 �&���� ������	�
5��	����	� ���<	�	��	 ���� &�� 	�����(����� ��� ����>	�
���	� ���	��	������ ��(��=����� A!� ��	 �� ���&������
��	���3		 �� ��<��	� (�������� ������ (����� E���� �������
������	 �&��&��	 ��	 B�� ������� ���������� ���)����
#�%����� ���	����	�, ������ �� ������ �����	�� C����	���,
��	 ����	(�3		 �������	�	�������� <	
���D�
+���� ���, 	(�(� ��&���<	� �&6���� ������� ��	�

�������, � �������		 ��	(	� B�����	����	� 	 ���������
(����, ���(����� � �����	�����	�� %�@, ��(��&��	�	
C	�	 (���(�	�	D ���� ?=����#“ �������� ��<��	� �����
���� ��=��� ��� ��	������� �&���	 �������� ���	
	��3		
%�@ 	 �&�������	�� ���	������� ����	�� C������� �<	&��
���	����	�, ��	�����	�, �����������	� ��&�������&���	D
G4/H�  �	�����	�  5%@, ��(������, ��>������� ����>��
��(��&��� ���3	��	(	�������� ���	��	����, ������ ���
=� ����	���, ��  5%@ $ B� ����� �	<� �������, ������
���=�� 	 ��� ���������� ���������������
! � =� ����� �����<�������# ����� ������� ���	������

�	� �������		 ���	(������ <	����� ����������� ���������
��������� ���3	��	(	�������� ���	��	���� 3	
����� �&���
&��	 CE�D �	������, �	<����� ���(����� ���������� �����
�� ����	� 	( �	� �� ���� &�� B

��	��� 	�����(����� ���
����	(�3		 ���	����	� ���	����	��  �	 	�����(����		  5%@
=�������� ��	����� ��������(�	�� ������� ������, ��	�
&���� ����� ��	���#>	� ���&�����	 3���� �����	�����	��

*� %( ����	�	 ���	������� ��������	�����	� 	(����� ��	���
��, ����� ��� ����	(�3		 ���	��	����� ������ ���	����	�
�����3	� 	�����(�# ��	��� (����� B	� �����3	� ����	�	
$ ����� ���=���	 �����3	��	 ��� (������� �����	� ����	�
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(�3		� '��, � 8.�� ����� II��� ����	� ���
����� J� �����
CKLMNO, PQKD 	�����(���� ��	
��	�����# 
���� (����	� ���
�	����	� 
���3	� � �����#���� RKST / 	 RKST 0 G200H� "��
����	(�3		 ���������� &���<��� ��(���� � �������� <	
���
	�����(�# �����3	# ��(�����	� � �	������# ������ 	 ����
��3	# �	�������� �����	
�	�����	� � ���� ������ �� (�����
���� �����# C����	���, �� �����# -8: � <	
�� QKUVSD�
! :.W;.�� ����� II��� ����	� � ���		 ���	������� ������

���	� &��	 (���=��� ������ ������ �������� ���������	�,
��������#>����� �� ��������
����� �������� ����
�� ��#��
��� G2;, 78, 77, 7:, 7;H� @���(��� 	��� ��(�	������� � B	� ��&��
�� ������� $ ���������� �������� ������ ��#�
����� �����
'� ����������� ����������� ����������� ��������
�����
����������
 �������� �(����� ������� � ���	���� ���	�	 � 3����	��

������ ��	
��	�� C�	�� 2D� +�� ��(���� ���� ?��	
��	(��
3		“ ������ �������	��� �&�������	� ��	�3	�	����� �����
��(��=����� �� ��	�����	# ��������(�	�� ������ ��	
���
	����	� ���	����	� 	 ����� ���	���� ���	��	������ ���	�
�	, �&����������� ?���&������	“ ������	 ���	������� ����
�	��, ��� ��<��	� (����, ���(����� � ����	(�3	�� ����������
��� ���	����	� ���	����	��
'����	�����# (������ ��	
��	����	� ������ ���	����

����� ����	
�� ��������� ��
���� �����	�� 	��������� ���	 ���������	
	 ���

	 ��	�� ��	
����
�� ���������� ������
�� ��� ��
��	����� � � �� �� !���� "��#
�
# � # !���# $��������	
�� �	��
�� ��%��
��“& �'() �#* � ������� ��
������� 
��	��
������ +(,& �)-.# /������ 0���� � �������
�� ��1���
��� ������ � �	���	���� � �
���
$2�
��� 	���������“ "345 6789:;<=59 :57 >74?@A5?4B& �'') �#* 
	������ � 	��������C
���� ��
���� ������� �� ������# D��%�� ����� ���� ��������	
�� $�������E���
��“
����� � ��	��	��� �������� ���� $2�
��� �	���	����“ "F749G4H4< I<?@5A<?4G<* !��C
��	
	 J	����	 � K������	 L	�����	 "�M�NO�M�P ��#*& ������� �������� 
	 ����
��%��
�	���� /�������	 �� ��
��	� 	��������� � �� ����	
�
�E �	�	������ �����
�
���
+PN& P�& MM.# Q�� ��������	
�� �������� ����	���	���& � 	��
����& ��������� ��
����
�����
�	�
�� �	���	���� "
	������R

a + b = 0 ∼ a = 0 ∧ b = 0 ��� a · b = 0 ∼ a = 0 ∨ b = 0;

����	���� � ������ ��	�
�
��R

a ≡ b (mod m) ∼ ∃x(a = b + x · m ∨ b = a + x · m),

��� ∼ � ��
�%�
�� �����	��
�
���� +P�. S# ))�*#
T���	�����

�� ������� ��� ��%�
�� ��������� ��	�
�
��& 
	�
��� ��������C

%�� 
	��� ������ ������ �����
�& ���������	� ������� 	����
�� � �	���	���
Q#S# Q�������# 2
& � 	��
����& ���� �	��� ����	��� �	� ��������� ����	
�� � ��C
������� ����
�� +'M.#
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������ �����	
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���� 7: ;���-����, ����� ��!�%����� 
"%������� ����	��
�� ���'����#
%����� ��������
����

���	�	 ��	�&���	 � ����� ������	�� 	��� ���&��� ��������
�	� 	�� !��� '����(�	���� )���	����� ������		 ���� ���� ����
����, ���
� !�"� ���#�	�� G77, 7:, 7;, :2H�  ��������� ����=��
�	� ��	�	�� ���������� ������=��	�� ��	�������� �������
���	� �����	������ ���	�	, (���=������ �����	 !�*� X��
������, +� X������, %�%� 9�����	��, ���� J���	����� ! ���
���>�� ����� B� ���������	� ������=�� ��	��� ��(�	����
�� � ��&��� !� � X�����, ���� X����, !��� ��#����,
5��� Y��������, !�*� +���������, J��� +�������, !��� ���
������, @�*� Z��<���	�, *�[� ���������, )� J� �����=���,
!�@� !�������3 	 ���

,� ! �����	�� ���	=��	� (���	������ ������� � �&���	 ���
���	(�3		 ������������ ���	����	�, ������� ���	����	� ���
�	����	� � �������� ��	
��	������� ���� ������� 
�����
��������� �� ����� ��	, �� �>� ����������� �����	�� ���
B

��	���� ����	(�3		 ����������	� ��#�
����� �	
������
� ���������	� �����	���
*�	&���� ���	� �����	�� � �&���	 �����	(�3		 ����������

��� ��	
��	����	� ���	����	� ������� ���������� �������
���� G2/, 20, 27, -2, /4, /8, 02, 8., 82, 84, 7., 72, 7-, 48, 47, 2.-, 28;,
2;2, 2;0H, ���������� �� ���		 �������	� C���  �	��=��	� KD

������� �	�������	
�

�� 
	��	
�� � 	��������	 � ������� ���	��
�� ��	���� �
������
��& 
� �	���	������ 
�	�	������	

�� ������� � 	
��# � 75U4:85 98AV57 UWU?5A
<74?@A5?4G "��	����
�� �����
 � $��	��� ������“ +,(.& ��
	�� ������ ������ 
� ��C
��E��� ����
���E��� ��
����� �������
�� 	���������*#
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	, � ������	, +	������ ������ �& ������ C������ K�-;,
1� 244DP�
\�	������� ���&������# ������ E�, 	�����(�#>	� � ���

�	����� 	 �����	��� 
���3	��	�����	� ���������# ��	
�
��	��, ������� �	(�	�, �� �������	# � ����	�	 ������	,
������� ����������	� ������ ��	 ���	=��		 �����������
��� 	�����(����� �������		 	(�������	� �	������� �����
�� ������������������� "���	� �� ����� ��=��� ����	��
���� ���������� ��	
��	�	 ������� ��(�	��� ������
�������� �&�%�� ���	����	� 	 �&�������	� ����������
����
��� ������ ���	����	��
]���<�� ����� � ��(�		� ���		 ���������� ��<	����

��	
��	�	 �����	 ����������� ������� %�Z� ���<��	�,
"�%� ^�	3�	�, !��� ����&���), !��� '����<��, ��!�

���� ���������	
�� �������
�� 	��������� ��� ������	���
�� ��������

�� �	
C

�� � XDY ���	 �����
��	 Y# D	�	��� +�'M. � 
		�� (NC� ����� ZZ �������� �& �	���&
������
	 K# S������� +M(. ��� ����	��� � �	���
	��
��� ���	��# Q���� ����� � SSSJ
� S[K 
		���� 	����
�� ��������	
��& �������

�� ����� ����������
��� 
	��	�C
��
�E +�P& �)& �N,& �('& �(M.#

�D����� ����������� ���� ������� "�	�������
�� ������� ��	�
�
�� �C� �����
�* ��
��� ��� 
� ����
�
# Q����� ������
�� �	����� ���	���� �	���	 ���	������ �	���	���	
S�
�C\��&  ��%��� ������
� ]O]]] ���� 
	%�� ���# D ����� �
��� $S�	
�C\��
�“ "$Y	��C
�	������� ��	��	�“* S�
�C\�� �	�� ��	���� $���C��
“ "����%�� ������
��* ��������C

�� 
	���	��
��� ���	& �	E���� ���	��� ,& P& , ��� ����
�� 
	 P& (& - �����������

�#
2�
	��& ����
� ������
�& �� � ���	����� �	���	����� ��� �����
�� ����� ��	�	����
��	���	�� �������� �����& �� 	��� ���� ^��	�# _	�& � +�,. ����� �	����& �� �����C

	
�� � �����
�� �	�	� ���� ��
	�� �
� � �
��� $D����
�� � 	���������“ ���������
�	���	���	 � ���	���������� �������	 T����	� �� /��	���&  ��%��� � ] ���� 
# �#
T��	������ �� ���	����� �	���	����� ������ ��%�
�� �	�	 �	���� ���	 ��� �	
 �
C
������� �	���	����� !�	������	 "(''�``N �# 
# �#*#
Q��� �
�� ������ ��	�
�
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	������ ������� � �������

��� ��
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�E ���
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�� 	� ^# /	���� "a<7; b745:74G@ 6<8UUc �---O�'((*#
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	 �������
�E 	�����C
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�� 0#D# d���
& ����	 � ��	�
�� �
 �
�� ^!C� Y�
�	�������	&
������%�� ���	��� � �����
�� �	���	� � S[K# D �M`N ���� 0#D d���
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� � �������� T��CP- � ��� � T�� �	��
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D �E
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@	�����, %�'�  ��, ���� +�����, !� J� _��	�����, *�%�
F�������, _�+� 5�&����(, !��� +�����&����

�� @����� ���	�, �� ���������� ��	
��	�� B

��	���
��	 ����	(�3		 ����� ������������ C���������D ��	
��	�
����	� �����3	�, �&������	��� ���&��������	��	��������
������� B�� ��	
��	�	� 5��	����	� �����3		 ���	3	����
����	�	�� � ��B

��	���� �����3	��, �� ��� ��� 	� ������
���	� ��&������ ����� � ���	��	�����# �����, ���������#
�� ?���<���“ ��(	3	����� ��	
��	���
������ �������	� ���	=��	� �� ?��	
��	(�3		“ ���	���

��	� ���	����	� ������# ��	������� ��(��=���	 �� ����
�	(�3		 ����	��� ���������� ��	
��	�	 � �&���	 �����	�
(�3		 ����������	� ��#�
����� �	
�������
'��	� �&��(��, �������� �����	� ��
��	��� ��
	���

���� ���	� ������ ��
��	�	 �	��	��	��� ��
��
�	��� �������
����� ���������� �	��� �	���
��� ����
����� ����	��  �	����� �	�
���

���	��� ������ ����	��	��� ��
������
)�<��	� B�� (����	 ��(���	 ������������ ��������(�	�

�� �����	����	� ������ 	 ���������	(���	������, ����
(������	��� ���	����	� ������� E�, ���������� �� �����
������ ��	
��	��, ����	���, ������� E� �	�������� 	�
���
��3		, ��� ����	(�3		 ����������	� #�%��� ��#�
����� �	
���
�����

3� %����� 	( ������������ (����	 	���������	�, �������
�������
		 ���	�� �����#>	� �&��(��� � #���� * ����
�� 	(����#�� �������� ����=��	� ��	
��	������ ���	�	�
@
�����	������ ������ � ��	��������	 ����������	� �	�

Q������ ��� � �M`( ���� /#D# ^���
��� �	���	� �����E ������ KCP(# 2����� �����C
��� �
���� ����������� �� ��	�� � 0#D# d���
�� � ��� 
	�
�� ������������ �#�#
e������� � �#f# K��%����� ��� ����	
 ������ XDY $K��	�“& ���	�	�%�� ���������C
����
����E � ' ��
# 	������������� ��g�#
^ ,- ����	�� �M-� ���	 ��� ����	
 'C���������
�� ") �������
�� � ) ����
�� ���C

������	* �������� (X(P& ���	�	�%�� �	
�	�������� ��� ���� �����
� ����������
��
���
����E � N& ( ����# ��g�# !���%�� ��
�� ���	� � �	��	����� �������
�� 	���C
������ (X(P �
�� D#Y# K����	�� "�����
�� �E���
� �������	���
� !#Y# Y	�	%�����
+-,.& ��# �	� � +),& `M.*#

�������� $D���C�“ � $D���C,“& �	��	���	

�� ��� ������������ i#^# d������	&
����
	�
	�

�� ��� ������
�� ����������

�� ��
����& ���� �������
� �������C

�� ���	�� D�Tj SSSJ � �M'M �# X�� ������� 
	%�� �����
�
�� � �	������	��� �
������	� �	����
	�	
�� �	���������	������� ���	���#



7< ��������

��� &������ 
���3	� ���	� ��	
��	����	� ���	������ "��
��� ���������� ����&��	����	� 	 ���	���� �����&� �������
�	� ��	
��	������� ���	����� "���� ���������	� �	�������
��	
��	������� ���	����� )��������� �������� ��	 ��(�	�
	� ��	
��	������ ���	�	�
� #����� + , - ������� ���������� C���	���	������ 	 ���

�	����D ��	
��	������	����	� 
����, ���������� �� �������
������� ��	
��	�� 	 +	������ ������ �& ������� � #���� .
���������� ���������� 
���� �&�&>��� �� �&���� k�(������
���	�	�
! #���� / ������� �&��=��#�� ������� �������	� ������

��	���� ��	
��	������	����	� 
���, ���������� �� ��	��
�������	 ��(��=��	� �� �����=	��	 	 �� +	������ ������
�& �������
! #���� 0 ��<���� �������#>�� ���&���� �����������	�

��(	3	����� 
���� �	��� �� ��� ������ C���	��� +	������
������ �& ������D� ���&������ ��	���	���� �����	�� $
�	�	�������� ���	�	�� ��(������ �����=������ ���	��
���	��
"�� ����	(�3		 ���������� ��	
��	������	����	� 
���

��&���� ��������	� �����3		 s������� C����������D ����	�
�����	�� � #���� 1 ������� ��� ���������� ��	
��	�	 B� (��
���� ��<���� �� ��	�3	�� ?���	��������“ C� ����>�# ����
����	������ ��(�����D ����	�����	� ����������
*�����3, � #���� 2 �������	��#�� ��	 �&�������	�

������� �<	&�� ���	����	� � ���������� ��	
��	���
���	����	� 
����� 	 ��(���	� ���������(������	���
������ ���	����	� ���	����	��
@�����	� 	( ���		 �	���, ���&���	��� ��� ���	���	� ���

�����#>	� ��(������ $ ���� � �����)������
�������� ��(�����, �������	������ � �������
		 ����

<�	 <	����# ����&�3	# �� ��=���������� ���
����3	�
��� `VVV K`Qa.-, `VVV K`Qa./ C?%������������� �	����“D�
bKc�-..-, bKc�-../ C?%������������� @� )“D� Q`bdSea./
C?%���	
	��3	� �	��� 	 (����	 ��������	�“D� cQdK�-../,
cQdK�-..0 C?E	
����� �&��&��� �	������ 	 �� ��	�����	�“D�
�+ \�- C?!���� ��=���������� ���
����3	� �� ���&�����
��������	�“, -../ ��D� �� I`f ��=������ <��������	���� ?@	��



�������� 7=

�( 	 ���=���� �������#>	� �	���“, ������	��� ��� ���
��������� ������	�� )�* ��]� 5������� G22/, 220, 22:H $
G2--, 2-0, 2-:H�
���� ��	�� ���	� ������ ����(	� ���&���# ��	(���

������� ���������� ���� ���3#��� C	�� ���&��� ������
���	� 	�� !��� '����(�	���� )�*D (� &���������# ��&���
=���������� 	 ������� ��	���	� � ��&��� ��3��(���� $
�������� �������������� ������ 4445" ��������� ��'���
������ �! �����%���� 6�������� ���� ����%���� C�������
��	� �������������� 	�� B��������� ���	�	 C���	����	�
���DD 	 ���������� 7�6� ��%����� CF���<��	� ������������
��� ���D, ��� ��� 	 (������	� �����&������	 (���	������
�� ����<��	# ��	�	� ������� ����������� $ ����������
���� 8��%��� C@���������	� ������� 	�� ������� �����D 	
���������� �� � 6�3
�� C+�&����	� �������������� �������
�	����	� ���D $ (� ����	�����# ����>� 	 ��� ����(��� ���
���� � ���������		 ��	������� �&���	 ��(������ 	�������
���	�� ���������� ��(� 9����� C��� +�����	, +�����D $ (�
������	������� (������	� 	 ������=��	� �� ����<��	# ��&��
�, ������������� � ����	���� ���	 ���3	������� �������
=������ �����	�� 	 ��������	�� G2-;H� :��� ����&���
�
C�� Y���������D $ (� �#&�(�� �������������� ����� �& 	���
�		 ��(���	� ���	��	������ ���	�	 � Y����������� �������
������	�� $ ���������� !� � ;�������� C@����������	� ���
������������ ���D $ (� ��	���<��	� ����� � 	���������	�
�� � ���� (����������� �&���	 ��� ���������� ��	
��	���
���3���� ��:� 4�������� C+����������	� ������� 	�� D $ (�
��� ����(��� (������	� 	 ����	�����# ����>�, ���(����#
��	 ��������		 B�����	��������� ���	 	���������	��
���� ��	(������ �����������3 6�����������#� �������

#� ���������, ��
������� ������	 $:����������� ��������
'��“ ����&��� ���
���� ���������� �� � :��������� 	
������������������������������� ������� ������	 $ (� ������
��������# ��(��=���� ��������	� 	���������	��
���&�� &����������� ��� )��� , ;����� <������

������������� $ (� & � � � � � � � � � � �����	� 	 (�&���



�����������

! ���&��� ���(��� ����	3�, �� ������ ������� 	�	 �������
������#�� B	 �&�(�����	��

a1 � a2 � . . . � an � ������ ���	�
��� a1, a2, . . . , an�
�� � � �����������
�� �
�� ����� ����

(ak ak−1 . . . a1)b � ����������
�� ����� � �������

�� �����	�
������
�� � ��
���
��	 b :

∑
k akbk ����� ����

Ξt{Y } � �������� 	��������
��� ����������
t�� ������ ��� ��� ����������
�� Y ����� !"��⊗

� ��	��� ���
���������� #	
���
�� ����� !$��
abs(a) � �%���&�
�� ������
� a ����� '(��

�a� � 
��%���)�� ����� ������

� ������ ���*�� a ����� '(��

� � ���
��
�� �������������� ����� '+��
�a� � 
��	�
�)�� ����� ����� ≥ a ����� "(��

CRTv
k=1φk (mod mk) � ���	�
�
�� � ������	 φk (k = 1, 2, . . . , v)

,�������� �����	� �% ������� ����� +(��
indab � �
���� b �� ����	�������	�	# 	��#�& m

� ��
���
�& a ����� �-$��
b|a � b �������� a ����� ��!��

a ≡ b (mod m) � a ����
�	� � b �� 	��#�& m ����� ��!��
gcd(a, b) � 
��%���)�� �%*�� �������� ����� a, b

����� ��'��
lcm(a1, a2, . . . , av) � 
��	�
�)�� �%*�� ����
�� ����� a1, a2, . . . , av

����� ��+��
a � ����� �� ����	�������	�	# 	��#�& m ����� ��$��

b = |a|m � b 
��	�
�)�� 
�����������
��
����� a �� 	��#�& m a ����� ��$��

ϕ(m) � .#
���� /����� ����� ��$��
b� |a � b 
� �������� a ����� ��0��

L(m) � �%�%*�

�� .#
���� /����� ����� ��0��



����� �

�������� ���������
�	����������� �����

��� �������	
���� �
�	�� ������� �������
��������� ��
�������

 ��� ���� d��������� &����� 
���3	� f(X) C�	���� &����
��� 
���3	� $ f1(X), f2(X), . . ., fd(X)D � n ����������
X = x1, x2, . . . , xn� ⎧⎪⎨⎪⎩

y1 = f1(X),
y2 = f2(X),
���
yd = fd(X),

C2�2D

��� yj $ (�����	�, ��	�	������ j�� &������ 
���3	�� fj(X)�
xi, yj ∈ {0, 1} (i = 1, 2, . . . , n� j = 1, 2, . . . , d)�  �	 B�� ����=
(�����	� &������ 
���3	� yd � yd−1 � . . .� y1, ��� � $ ��(���	�
������ (���, 	������	����� ��� ��� 3����� ����	3�����
���� �	��� Y , �������������� � ���	���� �	���� ��	����	��

(yd yd−1 . . . y1)2 = Y =
d∑

j=1

yj2
j−1.
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� ����
�

���&�� ���
(������������ Y " �����������3=�� ������� %����	� �����
'� {

f1(X) = x1 ⊕ x2,
f2(X) = x1 ∨ x2,

C2�-D

��������� � ��%��'� *�* >����� � ����� ∨, ∧, ⊕, ¬ , ������	
�����'� ��#�
����#� ���)����" ����)����" ���)���� �� ���
���3 + � �������� ��������������?�

>������ 7�7: ?����� %����
�!� ��	���
����, ���%���� ������" ����
"�
'������� ����
����
�.-�� 	
��%���� ������������

x1 x2 y2 y1 Y  	��,��%��, ����0&
8 8 7 7 3
8 7 8 8 8
7 8 8 8 8
7 7 8 7 7

8����&� ���
(���������	 �����) %����	� ����'� yd � yd−1 � . . . � y1 ���
)�� %	�� ����������� ��������
����� ���������

Y = D(X) =
2n−1∑
i=0

ci x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n , C2�/D

#�� ����� � ����� �� ������

(i1i2 . . . in)2 =
n∑

u=1

iu2
n−u (iu ∈ 0, 1);

xiu
u =

{
xu, iu = 1,
1, iu = 0;

ci ∈ Z (i = 0, 1, . . . , 2n − 1) � ������ ����������	� �%���
��� @//" /0" 0A" 0*B�



"#%# ������	���	��� �&����� ����&� � 	����������
�� �������� 97

���	�� �	�	�	���	︷ ︸︸ ︷
X = x1, x2, . . . , xn

��
	�� ���	��� �������︷ ︸︸ ︷
f1(X), f2(X), . . . , fd(X)

⇓ ⇓
���������� 	����������
��� �������	 D(X)

⇓
���������� D(X) �	� Z

⇓
����	��� ���	��� �������︷ ︸︸ ︷

y1 = f1(X), y2 = f2(X), . . . , yd = fd(X)

���� 7�7: ����� 
"%������, ����
��0��� ������" ����
"� '������ ��	
���0��� Z

�������������� ������ 2�2 ���� � G:2H�
 �	�3	�� ����	(�3		 ���	����	� ���	����	� ����������

������ 2�2 ������#�� � ����>�# �	�� 2�2 	 2�-�
@���� ���	����	�, ������������� �� �	�� 2�2, �&�����	���

���	����	� �	��� &������ 
���3	�, ������	� � ������ ���
������ 	(������	 � ���3���� ��<��	� (����	� A� &�(�������
�&�����	��� ������# �	&���� B��� ������ *������� $ ����
�	������ ��������� (����, �&����������� ���&���	����#
���	����	� ��B

	3	���� ��	
��	������� ���	����� A��
�� �������� �	<��� �����, ���������� � ����>�# �	�� 2�-� !
B�� ������ ��B

	3	��� ��	
��	������� ���	���� ���	��
���� (������ 	 ������� � ����	 A!�� !�&�� ����� ���	����
�	� ����������� ���&�������	 ��������� ��<����� (����	�

��� ��������	���� �
�	�� �����
 	 �����
���������� ��
�����

����&��	����	� ���� �������	� ��	
��	������� ���	����
C2�/D (���#����� � ����	(�3		 �����#>��� �����	���

��(����& ���

;�( �� (���
���� ��������
����#� �������� Pj(X) ��� ��)�
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�

���	�� �	�	�	���	︷ ︸︸ ︷
X = x1, x2, . . . , xn

��������	��︷ ︸︸ ︷
c0, c1, . . . , c2n−1⇓ ⇓

���������� 	����������
��� �������	 D(X) �	� Z
⇓

����	��� ���	��� �������︷ ︸︸ ︷
y1 = f1(X), y2 = f2(X), . . . , yd = fd(X)

���� 7�9: ����� 
"%������, ��	����� ������" ����
"� '������ ��	 ���0#
��� Z

�� %����� ����'�� yj = fj(X)" j = 1, 2, . . . , dC⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f1(X) = P1(X) =
2n−1∑
i=0

r1, i x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n ,

f2(X) = P2(X) =
2n−1∑
i=0

r2, i x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n ,

���

fd(X) = Pd(X) =
2n−1∑
i=0

rd, i x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n .

C2�0D

;�( 	� D���)���� ��������
����� ��������� �� ����C⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P
′
1(X) = P1(X)20 =

2n−1∑
i=0

r
′
1, i x

i1
1 xi2

2 . . . xin
n ,

P
′
2(X) = P2(X)21 =

2n−1∑
i=0

r
′
2, i x

i1
1 xi2

2 . . . xin
n ,

���

P
′
d(X) = Pd(X)2d−1 =

2n−1∑
i=0

r
′
d, i x

i1
1 xi2

2 . . . xin
n ,

C2�8D

#�� r
′
j, i = rj, i2

j−1 (j = 1, 2, . . . , d; i = 0, 1, . . . , 2n − 1).

;�( *� (���
���� ������#� ��������
����#� �������� D(X)
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>*�E? ����� ������������ ��F���'������ ��������
��

���#� �������� P
′
j (X) ��� ���� j = 1, 2, . . . , dC

D(X) =
2n−1∑
i=0

d∑
j=1

r
′
j, i x

i1
1 xi2

2 . . . xin
n =

2n−1∑
i=0

ci x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n , C2�7D

#�� ci =
d∑

j=1

r
′
j, i (i = 0, 1, . . . , 2n − 1).

@������ �����	�� 2�2 ��������� � ����>�# �	�� 2�/

���	�� ������� f1(X) f2(X) . . . fd(X)

⇓ ⇓ ⇓
 �� ! P1(X) P2(X) . . . Pd(X)

⇓ ⇓ ⇓
 �� " 20P1(X) 21P2(X) . . . 2d−1Pd(X)

⇓ ⇓ ⇓
 �� # $�
��	��	 �����	��	
���� ��������︷ ︸︸ ︷

D(X) =
2n−1∑
i=0

ci xi1
1 xi2

2 . . . xin
n

���� 7�3: ����� ��!�����%����!� ����	� ��������, ���'����%����!� ���#
���� D(X)

���&�� ��	
��� ������	 %����	� ����'� >*�+? �������'�� ��#������ *�*
����� ���C

;�( ��  �������� ������&����

x1 ∧ x2 = x1x2,
x1 ∨ x2 = x1 + x2 − x1x2,

x1 ⊕ x2 = x1 + x2 − 2x1x2,

x = 1 − x,
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����
��

f1(X) = P1(X) = x1 ⊕ x2 = 1 − x1 − x2 + 2x1x2,

f2(X) = P2(X) = x1 ∨ x2 = 1 − x1 − x2 + x1x2.

;�( 	�

P
′
1(X) = 20(1 − x1 − x2 + 2x1x2) = 1 − x1 − x2 + 2x1x2,

P
′
2(X) = 21(1 − x1 − x2 + x1x2) = 2 − 2x1 − 2x2 + 2x1x2.

;�( *�

D(X) = 1 + 2 − (1 + 2)x1 − (1 + 2)x2 + (2 + 2)x1x2 =

= 3 − 3x1 − 3x2 + 4x1x2.

%( B��� ��	���� ��=�� �	���, �� �	������ �	���(��,
��&����� ��� ����������	� ��B

	3	���� 	 ��(������
�����=������ ���	����	� ��	
��	����	� ���	����� ��=�
(���	����� ���������	� �	������ �	���(��, ��������� ���
����������	� Y � ! ������������ ������ ��� ����������	�
Y �������� ���� ���	���� ��(����� (0 ≤ Y ≤ 22 − 1)� ! �
=� ����� ��� ����������	� ��B

	3	���� c1 . . . c4 ��	
���
	������� ���	���� C2�/D ��&���� ����� ���	���� ��(����
(−3 ≤ c1...4 ≤ 5), � ��(����� �����=������ ���	����	� ��	
x1 = x2 = 1 ���� ��	�	��� (�����	� � −6 �� 7�

��� �������� �������������� ��
�����

!�=��� (�����	� ��� ����������	� d��������� &������ 
����
3	� f(X) 	��# �	������ ��	
��	����	� ���	���� L(X), ���
���� ��������#�� ����=��	��

U = L(X) = d0 +
n∑

i=1

di xi = d0 + d1x1 + . . . + dnxn, C2�:D

��� ��B

	3	��� d0, d1, . . . , dn $ 3���� �	��� G:2, 20., 24/H�
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 �	 ���	����		 fj(X) 	�����(���� ������� ����	�����	�
Ξt{U} G20., 24/H, ���=�>	� ��� ���������	� t��� ���	����� ��(�
���� C������D ����������	�

U = (ar . . . at . . . a2 a1)2 ,

� ��� Ξt{U} = at�

���&�� ��*
��� ���������'�� Pj(X) = x1 + x2 − x1x2, �����������3=�#�
%����� ����'�� fj(X) = x1 ∨ x2 ������������ �������� ������

�������� >��%	��
��? %����� ����'�� f
(1)
j (X)� (�� F���

�%�������� ������� ����'�C

f
(1)
j (X) = 1 ⊕ x1 ⊕ x2,

f
(2)
j (X) = x1 ∨ x2.

<�#��

U = L(X) = 21f
(2)
j (X) + 20f

(1)
j (X) = 1 + x1 + x2

� fj(X) = Ξ2{U} @*2EB�
'��	� �&��(��, ��� ����������	� �	��� &������ 
���3	�

C2�2D � ����>�# �	������ ��	
��	����	� ���	����� L(X) 	��
����(���� � =� ��	�3	� �(��<	���	� ����������	� &������

���3	� � ����>�# ����� 2i (i = 0, 1, . . . ), �� 	 ��	 �������		
��	
��	����	� ���	����� D(X) C2�/D� ������ (�����	� i ��	
B�� ��&	��#�� � ����� ��������� ������	������ &������

���3	��

���&�� ��,
���� ������� %����	� ����'� @*2EBC{

fA(X) = x1 ∧ x3,
fB(X) = x1 ∧ x2,
fC(X) = x2 ∧ x3,

C2�;D
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��� �%����
���� ��������� ����������3=�#� ���������

����#� �������� ��%����3� ������#������	� %����	 ����'��

f
(1)
A (X)" f

(3)
B (X)" f

(5)
C (X) � ����
�3� ������� %����	� ����'�C{

f
(1)
A (X) = x1 ⊕ x3,

f
(2)
A (X) = fA(X),

{
f

(3)
B (X) = x1 ⊕ x2,

f
(4)
B (X) = fB(X),{

f
(5)
C (X) = x2 ⊕ x3,

f
(6)
C (X) = fC(X).

�����" � ������������ � >*�0? � �������� *�E �����C

UA = L
′
A(X) = 21f

(1)
A (X) + 20f

(2)
A (X) = x1 + x3,

UB = L
′
B(X) = 21f

(3)
B (X) + 20f

(4)
B (X) = 1 − x1 + x2,

UC = L
′
C(X) = 21f

(5)
C (X) + 20f

(6)
C (X) = 1 − x2 + x3.

(���
��� �����	 ��������
���� �������C

U = L(X) = 20L
′
A(X) + 22L

′
B(X) + 24L

′
C(X) =

= 20 − 4x1 − 12x2 + 16x3.
C2�4D

��� ����������� t� %����� ����'�� ������������� ��������
��� ������������ Ξt{U}C{

fA(X) = Ξ2{U},
fB(X) = Ξ4{U},
fC(X) = Ξ6{U}.

���	�, �� �	������ 
���� ��	
��	������� ���	����
C2�4D ���	���� (� ��� ������	� 	(&������ &������ 
���3	�
	 ����	���	� �	������� �	���(���, ���&���	���� ��� ��������
���	� U � 23 ��(��

��� ��� !����	��� ��������	���"

 �� ������ 	 �&����� ���	���� ����&��(����	�� C���	���
��	� �	������� ����&��(����	�� ����� $ 5" �D ���	��#



"#)# *��+��
������ ������	���	�� 9=

����������� ���� ����&��(����	� G:2, 20., 2/4H�

C = A2nY, C2�2.D

Y = A−1
2n C, C2�22D

��� A2n 	 A−1
2n $ ����������� ���	3� ������� 	 	��������

�� ��	
��	������� ����&��(����	� ��(������	 2n × 2n C&�(	�
����&��(����	�D� Y $ ����� 	�	����	 d��������� &������

���3		 f(X) ����, ��

Y = [Yd|Yd−1| . . . |Y1]
T =

[
Y (0)Y (1) . . . Y (2n−1)

]T
,

��� T $ �	���� �������	�����	�� Y (i) $ �	������ (�����	�,
��	�	������ d��������� &������ 
���3	�� f(X) �� i�� ��&��
�� &������ ��������� �&����� �&�	3� 	�	����	 C��� ��	�

��� 2�2D� C = [c0 c1 . . . c2n−1]
T $ ����� ��B

	3	���� ��	
���

	������� ���	���� C2�/D 	�	 ��	
��	����	� ����� &������

���3		�
���	3�

A2n =
[

A2n−1 0
−A2n−1 A2n−1

]
������� n�� �������������� ������#

A2n =
n⊗

j=1

A1

&�(���� ���	3�
A1 =

[
1 0

−1 1

]
;

A−1
2n =

n⊗
j=1

A−1
1 ,

��� A−1
1 =

[
1 0
1 1

]
$ &�(���� ���	3� �&������ ����&��(����

�	�� ���	3� −A2n−1 �&��(���� 	( A2n−1 (������ (����� ��	�
�	���� B������� �� ���	������=����
���	���� ����&��(����	� ����<� �����	�	(	��#�� 	

���&�� ��� ����	������� ��	�����	��
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���&�� ���
(���� ������ �����	������ %����� ����'��" ������	 ������
����	� ���
���" ������ ���3� ���C

Y1 = [0 1 0 1 1 0 1 1]T ,
Y2 = [0 1 1 0 0 1 1 1]T ,
Y3 = [0 1 1 0 1 0 0 1]T ,

<�#��

Y =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0
1 1 1
1 1 0
0 0 1
1 0 1
0 1 0
0 1 1
1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
0
7
6
1
5
2
3
7

⎤⎥⎥⎥⎦ .

�	������ ������ ��(G >*�*A?" ����
��

C = A23Y =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0 0 0 0 0

−1 1 0 0 0 0 0 0
−1 0 1 0 0 0 0 0

1 −1 −1 1 0 0 0 0
−1 0 0 0 1 0 0 0

1 −1 0 0 −1 1 0 0
1 0 −1 0 −1 0 1 0

−1 1 1 −1 1 −1 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎦ ·

⎡⎢⎢⎢⎣
0
7
6
1
5
2
3
7

⎤⎥⎥⎥⎦ =

=

⎡⎢⎢⎢⎣
0
7
6

−12
5

−10
−8
19

⎤⎥⎥⎥⎦
x3
x2
x2x3
x1
x1x3
x1x2
x1x2x3

.

*�	&���� ��������������� �����3	�� ��	�����
	����	�
�����	��� &������� <	
�����	� ������� �����3	� �������
����� σ, ������������ ��� &	��	���� ��&��=��	� ���������
���=���� 	( k B������� Ω �� ��&��

σ =
(

1 2 3 . . . k
σ1 σ2 σ3 . . . σk

)
,

��� σi ∈ {1, 2, . . . , k} (σi �= σj ��	 i �= j)� k $ ��	�� ���������	�



"#)# *��+��
������ ������	���	�� 9@

���&�� ��3
5��������� ���� �� 
��	��� �����'� �����������" S2�%����
������#����
����#� ��#������ �����������#� ���������
DESC(

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
15 1 8 14 6 11 3 4 9 7 2 13 12 0 5 10

)
.

(����� ��(G >*�*A? ������ ���C

C = A24Y =

= A24 · [ 15 1 8 14 6 11 3 4 9 7 2 13 12 0 5 10 ]T =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

15
−14
−7
20
−9
19
4

−24
−6
12
0

−7
12

−29
20
28

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x4
x3

x3x4
x2

x2x4
x2x3

x2x3x4
x1

x1x4
x1x3

x1x3x4
x1x2

x1x2x4
x1x2x3

x1x2x3x4

.

#�� �����'� A24 ����� ���C⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 −1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 −1 0 0 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 −1 0 −1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 1 1 −1 1 −1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 −1 0 0 0 0 0 0 −1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 −1 0 0 0 0 0 −1 0 1 0 0 0 0 0

−1 1 1 −1 0 0 0 0 1 −1 −1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 −1 0 0 0 −1 0 0 0 1 0 0 0

−1 1 0 0 1 −1 0 0 1 −1 0 0 −1 1 0 0
−1 0 1 0 1 0 −1 0 1 0 −1 0 −1 0 1 0

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
%( ����	(� ������� ���	3 A2n 	 A−1

2n ������, �� ����	�
������� ���	����� ��	�	���� B������� �����	�� � �������
��� ����� �&�	� ���	3�  �	��� ���	����� ��	�	���� B���
����� � ��	�������	 (�����	 � �	=��� ����� ���	3� A2n

����� 2n−1� \�	����, �� ����	������� (�����	�, ��	�	������
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B�������	 ���	3� Y ����� 2d − 1 Cd $ ���	����� ����	(���
��� ������������ &������ 
���3	�D, ��=�� ������ ����� �
��, �� � ��(���	��#>�� ���	3� C ����	������� �&���#�
��� (�����	� ��=� 	��� ��B

	3	�� ghi(c2n−1) = 2n−1(2d−1)�
"�� ��� ����������	� � ���	���� �	���� ��	����	� � �����
���&���	���	 ����������	� (���� �	��� ����&����

NC =
⌊
log(2n−1(2d − 1)) + 2

⌋
= n + d C2�2-D

���	���� ��(����� C 	x
 $ ��	&���<�� 3���� �	���, �� �������
����>�� xD�
"�� �	������ ��	
��	����	� ���	����� ���&���� &����

<	� ��B

	3	���� ������� �>� &���� ��		����� ������ �
B�� ������ ��	�	��� &���<�� ���	�	�� ��B

	3	���� �����
���, ���=�� �����, &���<�� ���	����� ����	(����� &������

���3	�, �� � ���# ������� ��(���� ���&���	����# ������
�	� 	(&������ &������ 
���3	�, 	��#>	� ��������������
C���=�&���D ��������

��# $������������� ���
�% 
�%������%� �"��
&��
���

)�(��=��	� '������ $ ������ ���� '������ � �����	������
����	(�� _�� ����	���� $ ���&��� ��� ����	(� ����������
�	� ��B

	3	���� ��	
��	������� ���	���� C��	
��	���
��	� ���	(������D�

�#�������� ���
:����� ���������� ����'�� f(X) �� n ��������	� �� i�
��������� xi >i = 1, 2, . . . , n? ���	������ ��#�
����� ����
����� @*-.BC

df(X)

dxi

= f(x1, . . . , xi, . . . , xn) ⊕ f(x1, . . . , xi, . . . , xn).

�#�������� ��	
��������
���� �����# %����� ���������� %����� ����'��
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f(X) �� n ��������	� �� i� ��������� xi >i = 1, 2, . . . , n?
������������ � ���� @*-E" *2+BC

d̃f(X)

d̃xi

= −f(x1, . . . , xi, . . . , xn) + f(x1, . . . , xi, . . . , xn). C2�2/D

�#�������� ��* �

��������
���� �����# ��#�
����#� ���� <����� @*-.B %�����
����'�� f(X) � ��
��

x1 = w1, x2 = w2, . . . , xn = wn

������������ �	��)�����

PW (X) =
1

2n

2n−1∑
j=0

p
(j)
W (x1 ⊕w1)

j1(x2 ⊕w2)
j2 . . . (xn ⊕wn)jn , C2�20D

#�� ����
��� ������������� ��������� W , ���������� >�����
������ ������� ������ %����	� ��������	�C � ����'����� ���
%�� ����'����?H

W = (w1 w2 . . . wn)2,

j = (j1 j2 . . . jn)2,

p
(j)
W =

d̃nf(W )(X)

d̃xj1
1 d̃xj2

2 . . . d̃xjn
n

.

*� ������ C2�20D ��=� &�� ������� 2n ��	
��	����	� ���
��=��	�, ��������#>	� 2n �����������

���&�� ��� ,

��������
���� ������� ���������� W = 3 = (0 1 1)2 ����
�������� %����� ����'�� ���� ��������	� ��������������
����� >*�*-? �����3=�� �%�����C

P3(X) = 1
8

∑7
j=0 p

(j)
3 (x1 ⊕ 0)j2(x2 ⊕ 0)j2(x3 ⊕ 0)j3 =

�D#Q# [�����
�D#Q# [�����
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= 1
8

(
f3(X) + d̃f3(X)

d̃x3
x3 + d̃f3(X)

d̃x2
x2 + d̃2f3(X)

d̃x2d̃x3
x2x3+

+ d̃f3(X)

d̃x1
x1 + d̃2f3(X)

d̃x1d̃x3
x1x3 + d̃2f3(X)

d̃x1d̃x2
x1x2 + d̃3f3(X)

d̃x1d̃x2d̃x3
x1x2x3

)
.

5��
���	� ���
���� ��F���'������ ��������
����� �����
����� >��������
����� ���������	� � ��
���? ��� %�����
����'�� f(X) = x2x2 ∨ x3 �����������	 � ��%��'� *�+�

>������ 7�9: ���%���"� ���%���, ��$''�������
 ���'����%����� �����#

��
  ���'����%����� ����
�	�"� 
 ��%���&

W 000 001 010 011 100 101 110 111

PW (X) X d̃f(X)

d̃x3

d̃f(X)

d̃x2

d̃2f(X)

d̃x2d̃x3

d̃f(X)

d̃x1

d̃2f(X)

d̃x1d̃x3

d̃2f(X)

d̃x1d̃x2

d̃3f(X)

d̃x1d̃x2d̃x3

0 P0(X) 1 1 0 0 0 1 0 1

1 P1(X) 0 −1 0 0 0 −1 −1 −1

2 P2(X) 1 1 0 0 0 0 0 −1

3 P3(X) 0 −1 0 0 0 0 1 1

4 P4(X) 1 0 0 −1 0 −1 0 −1

5 P5(X) 1 0 1 1 1 1 1 1

6 P6(X) 1 1 0 1 0 0 0 1

7 P7(X) 0 −1 −1 −1 0 0 −1 −1

��#�%���
����� ������ %���� ����� ���C

P0(X) = 1 + x3 + x1x3 + x1x2x3,

P1(X) = −x3 − x1 − x1x3 − x1x2 − x1x2x3,

P2(X) = 1 + x3 − x1x2x3,

P3(X) = −x3 + x1x2 + x1x2x3,

P4(X) = 1 − x2x3 − x1x3 − x1x2x3,

P5(X) = 1 + x2 + x2x3 + x1 + x1x3 + x1x2 + x1x2x3,

P6(X) = 1 + x3 + x2x3 + x1x2x3,
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P7(X) = −x3 − x2 − x2x3 − x1x2 − x1x2x3.

)�(��=��	� '������ ���&�� ��� ����	(� ������ 	�������

���3		 � ���	��� ��������� G20/H� �����	���	� ���(��� �
����(��=����# ����������	� ������	 &������ 
���3	��

��' $������������� ��
����� � ��
�����
(�%�
����

 ����	<�� ���	���� ����&��(����	� C2�2.D 	 C2�22D ��� ����
��� ��	
��	����	� ���	����� C7�0D, (���#>	� ���� &�����

���3	#�

R = A2nY, C2�28D

Y = A−1
2n R, C2�27D

��� R = [r0 r1 . . . r2n−1]
T $ ����� ��B

	3	���� ��	
��	���

����� ���	���� C7�0D� A2n 	 A−1
2n $ ����������� ���	3� ����

���� 	 �&������ ����&��(����	� 	( ���<��	� C2�2.D 	 C2�22D�
"�� ���	������ 9�����	�� G2, 0/, 00H

G(X) =
2n−1⊕
i=0

gi ∧
(
xi1

1 ∧ xi2
2 ∧ . . . ∧ xin

n

)
; G(X), gi ∈ {0, 1}

���� &�� (����� ���	���� ����&��(����	��

G = A2n ∗ Y, C2�2:D

Y = A2n ∗ G, C2�2;D

��� G = [g0 g1 . . . g2n−1]
T $ ����� ��B

	3	���� ���	����

9�����	��� ∗ $ �	���� �����3		 ����=��	� ���	3, � ������
��	
��	������ ���=��	� (�������� ���	����	� ���=��	�� ��
�����# ��� G2H�
 �������� ����� Y, ����=����� � �	�� C2�27D, � C2�2;D,

��=�� �����	� G2;, :., 2/8H

G = A2n ∗ A2nR.
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�

!���=�� ����� Y � �	�� C2�27D, �����	�

R = A2nA2n ∗ G.

8����&� ��	 P

(���� ���� ������� %����	� ����'� , f1(X)" f2(X)" . . .
. . ." fd(X) �� n ��������	� X = x1, x2, . . . , xn � ������������
3=�� �� ������������� ���������� I�#������C⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

G1(X) =
2n−1⊕
i=0

g1,i ∧
(
xi1

1 ∧ xi2
2 ∧ . . . ∧ xin

n

)
,

G2(X) =
2n−1⊕
i=0

g2,i ∧
(
xi1

1 ∧ xi2
2 ∧ . . . ∧ xin

n

)
,

���

Gd(X) =
2n−1⊕
i=0

gd,i ∧
(
xi1

1 ∧ xi2
2 ∧ . . . ∧ xin

n

)
.

C2�24D

<�#�� ������� %����	� ����'� ��)�� ����������	� �%���
��� ������������ ����� ��#�
����� ���������C

G(o)(X) =
2n−1⊕
i=0

(gd, i . . . g1, i g0, i)2 xi1
1 xi2

2 . . . xin
n =

=
2n−1⊕
i=0

bi xi1
1 xi2

2 . . . xin
n , C2�-.D

#�� bi = (gd, i . . . g1, i g0, i)2 ∈ {0, 1, . . . , 2d − 1}H gj, i ∈ {0, 1} , ���
F���'����	 ��������� I�#������ >*�*2?�

��������������
 � ������		 � <���� 2 	 <���� - �����	�� 2�2 	�����(���
��	�3	� �(��<	���	� ��	���	����� � ���	����� C2�24D�

�T	 ����� 
���� ������
�� ����
��	 k��	���
	 ��� ���	� ��	���	��� �������
������� ��
���� ��	�	
� � +-�. �# �`M#
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� ����=��	� ���	����� �� ���� 2j−1 (j = 1, 2, . . . , d)�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

G1(X)20 =
2n−1⊕
i=0

b
′
1,i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n ,

G2(X)21 =
2n−1⊕
i=0

b
′
2,i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n ,

���

Gd(X)2d−1 =
2n−1⊕
i=0

b
′
d,i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n ,

C2�-2D

��� b
′
j,i = 2j−1gj,i = (a

(d−1)
j,i a

(d−2)
j,i . . . a

(1)
j,i a

(0)
j,i )2� a

(k)
j,i ∈ {0, 1}�

i = 1, 2, . . . , 2n − 1; k, j = 1, 2, . . . , d�

� �������	� 	������� ���	���� C2�-.D ���� ����	�����	�
��B

	3	���� ���	����� C2�-2D ��� ���� j = 1, 2, . . . , d�

G(o)(X) =
2n−1⊕
i=0

d∨
j=1

b
′
j,i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n =

=
2n−1⊕
i=0

d∨
j=1

(a
(d−1)
j,i . . . a

(1)
j,i a

(0)
j,i )2 xi1

1 xi2
2 . . . xin

n =

=
2n−1⊕
i=0

bi xi1
1 xi2

2 . . . xin
n ,

��� bi =
∑d

j=1 gj,i2
j−1 = (ad−1, i ad−2, i . . . a1, i a0, i)2�

aj, i ∈ {0, 1}� j = 1, 2, . . . , d� i = 1, 2, . . . , 2n − 1�

 �	�	��� �� ��	���	�, �� � (��	�	 b
′
j,i = (a

(d−1)
j,i . . . a

(1)
j,i a

(0)
j,i )2

���	���� 3	
�� a
(k)
j,i 	��# (�����	�

a
(k)
j,i =

{
0 ��	 k �= j;
gj,i ��	 k = j, C2�--D
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� ����
�

�����	�

b
′
0, i = (0 0 . . . 0 a

(0)
0, i)2

b
′
1, i = (0 0 . . . a

(1)
1, i 0)2

���
���

���
���

���

b
′
d−1, i = (0 a

(d−2)
d−2, i . . . 0 0)2

b
′
d, i = (a

(d−1)
d−1, i 0 . . . 0 0)2

bi = (ad−1, i ad−2, i . . . a1, i a0, i)2,

C2�-/D

���

aj, i =
d−1∨
k=0

a
(k)
j,i

(j = 1, 2, . . . , d; i = 1, 2, . . . , 2n − 1)�
�����������, ��	���� C2�--D, �����	�

bi = (gd−1, i gd−2, i . . . g1, i g0, i)2 ,

��� i = 1, 2, . . . , 2n − 1�
�

�#�������� ��,
(������ >*�+A? ���	������ �%�%=���	� ��������� I�#������
@0*B�

��) *�	���

� @�>����#>	� ���� ���	��	������ ���	�	 ���	3	���
�� �� ��	��	����� �� ����	(�3	# �������� ���	����	�
���	����	��

� '���	����	� �������� ��	��� � ��>�������� ���	�������
��� 	 ����������� 	(�����	�� � ������ 	 �����=��		 ���
<����� (����� 	���������	(�3	� ��������	�, ���������
���	���	� ���3����� ��������	� �&��&���� 	�
����3		,
��(�����	� �&6����, 3�����	 �&��&�������� 	 �������
������ 	�
����3		 	, ��� ������	�, �������� ��	�����	�



"#/# ������ 3=

��	�����
	����	� ������ (�>	� 	�
����3		, ��(�	�
	� �����	(	�������� �	��� �����	�����	� 	 ���	���
�&��(��� ��(�����	� ���=���	 	���������� �	��������

� +�#� � ��<��	# ���=	�<����� ���	�����	� $ ���������
���	���	� ���	����	� ���	����	� �� ������ ��	
��	���
��	� ������ ����������	� 	 �&��&��	 ���	����	� ����
����

� 5��	����	� 
���3		 	 �	���� ���	����	� 
���3	� ����
&�� ����������� � �	�� ������ ��	
��	������� ���	���
��, ��	��� ��	�������� �&��(���

� @�>����# ����&��	����	� 	 ���	���� ����� �������
�	� ��	
��	����	� ���	������ ���	���� ���� C��(���
�	����� ���	������� �	�������� ����&��(����	� �����D
��	&���� ��	�����&��� ��� �����	�	(�3		 ������ ��	
�
��	������ ���	�	�

� @�>�������� �������	� �� ��	 	�����(����	� ������
��	
��	������ ���	�	 $ ������� ���=���� ��	
��	�
����	� ���	�����, &���<�� ���	�	�� ��B

	3	���� 	 ���
(������ �����=������ ���	����	��

� 5	����	(�3	� ��	
��	����	� ���	����� $ ��	� 	( ��	�
&���� �������	���� ���� �����<��	� ���=���	 ���	��
���	�� ������ ��� �	������ ��	
��	����	� ���	�����
�>� � &���� ����� 
���� ���������� ���&���� &����
<	� ������� ��B

	3	���� 	 ��(������ �����=����
��� ����&��(����	��

�  ������	���� ��� ��(�		� ��	
��	������ ���	�	 	
��<��	� ���&���� &���<	� ������� ��B

	3	���� 	 ���
(������ �����=������ ���	����	� $ ��	�����	� ����
��� ���������� ��	
��	�	�

� )�(��&��� ������ ����	(�3		 ���	����	� ���	����	�,
���������� �� ���������� ��	
��	��, ��(���	 (�����
������ � ���(����� 3���� ��������(�	�� �����	���
��	� ������ 	 ���	����	� ������� E� �	�������



����� �

���
���� � ��
���	���
��	�� �	�����������
�����

� 	����� !��
�� ���������� ��
"� �����" ��	���, ����
"� '�������
����
���"� �� ������1���� ��!���" ��!��� �� ���'������ ����%��!�
���0�� Zm�

��� +���
"���� ��
������
,��� �����

������������� ��	
��	��� &���� ��(���� ��	
��	��
����3� ������ Zm, ��� m $ (�����	� ������� @������� G2-,
27, 8.H ���������� ����&��(����	� �&����# ����� ����(���
������, ��(����#>	� �����	�	� ���	�	�� ��(������ ������
=������ ���	����	� (�������� ����=��	��  �	 B�� �����
���	����	� 	��� �	� C�	�� -�2D� !������(����� B�� ������
��� ����	(�3		 ���	����	� ���	����	� ���������� ��	
���
	����	� ���	������

8����&� 	��
7��� m > Ymax" #�� Ymax , ������������ ���
����" ��������
���� Y " �� ����������	 �����) %����	� ����'� ��)��

�2�
��
�� ����� 	
�� �	

�� ��	�� ������� 	��������	
� � ���������	
� "���
���
� ���������	
�E* � +��'& �,N& �,�& �,,& �,-& �,'& �PN.#



%#"# ���&� ���� ��������	�0��� ����� 3@

Z Zm

����%	��	 &E' =⇒ (������	���	 ����%	��	 &|E|m'
⇓ ⇓

���������� �	� Z ���������� �	� Zm

⇓ ⇓
)	*��+� &Rez' ⇐= (������	���� �	*��+� &|Rez|m'

���� 9�7: ?����� �!����%���, 
���%��" ����1���%�"� �����0����
 
"#
%������, 
"��1���, E& ��	 Z ���� 
"%������, $�
�
�������!� 
"��1�#
��,  |E|m& ��	 Zm A79B

%	�� ����������� ��������
����� ���������C

Y = µ(X) =

∣∣∣∣∣
2n−1∑
i=0

ψi x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣∣
m

, C-�2D

#�� ψi = |ci|m (i = 0, 1, . . . , 2n − 1)�

��������������
)������	� ��� ���	��� ����(������, ������ �������� ���
���	��� �����	�� �������	� C-�2D�

<=>  ��� ��� ��	
��	����	� ���	��� D(X) C2�/D� '���� ���
������ ���		 �������	� G-8H ��������	���

|Y |m =

∣∣∣∣∣
2n−1∑
i=0

ci x
i1
1 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m

=

∣∣∣∣∣
2n−1∑
i=0

|ci|m xi1
1 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m

. C-�-D

*� ��	 �����		 Y < m CY $ ����	3�������D ����������
|Y |m = Y � @�����������, ��	 Y < m�

Y =

∣∣∣∣∣
2n−1∑
i=0

|ci|m xi1
1 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m

=

∣∣∣∣∣
2n−1∑
i=0

ψi x
i1
1 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m

, C-�/D

��� ψi = |ci|m�
�
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� ����
�

��#�� ������ �����	� �������	� C-�2D, (���#��#>	��
�� � ��������		 �����#>	� <���� C�	�� -�-D�

;�(� ��  ������	� C2�/D ���������� �����	�� 2�2�

;�(� 	� ���������	� C-�2D ���������� ����=��	� C-�/D�

 �� ! c0 c1 . . . c2n−1

⇓ ⇓ ⇓
 �� " ψ0 = |c0|m ψ1 = |c1|m . . . ψ2n−1 = |c2n−1|m

���� 9�9: ?�,�����, � ��
��� 
������� ��!������ ���%���,  9�7&

<==> '�� ��� fj(X) ∈ {0, 1} 	 m > Y � ����� �������>	� ����
��=���	�, ���	��� C7�0D ��=�� �������	� � �	���

fj(X) = µ′
j(X) =

∣∣∣∣∣
2n−1∑
i=0

ψ′
j, i x

i1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣∣
m

, C-�0D

��� ψ′
j, i = |rj, i|m (j = 1, 2, . . . , d; i = 0, 1, . . . , 2n−1)� "����,

��	�����	�� C2�8D 	 C2�7D �� �����# m �����	��

µ′′
j (X) =

2n−1∑
i=0

ψ′′
j, i x

i1
1 xi2

2 . . . xin
n , C-�8D

��� ψ′′
j, i =

∣∣ψ′
j, ibj

∣∣
m
, bj = |2j−1|m, ��	 j = 1, 2, . . . , d�

i = 0, 1, . . . , 2n − 1�

Y = µ(X) =

∣∣∣∣∣
2n−1∑
i=0

d∑
j=1

ψ′′
j, i x

i1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣∣
m

. C-�7D

 ���&��(����	� C-�7D ��� C-�2D�
�
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���	�� ������� f1(X) f2(X) . . . fd(X)
⇓ ⇓ ⇓

 �� ! µ′
1(X) µ′

2(X) . . . µ′
d(X)

⇓ ⇓ ⇓
 �� " µ′′

1(X) µ′′
2(X) . . . µ′′

d(X)

⇓ ⇓ ⇓
 �� # $�
��	��	 �����	��	
���� ��������︷ ︸︸ ︷

µ(X) =

∣∣∣∣∣
2n−1∑
i=0

ψi xi1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣∣
m

���� 9�3: ?�,�����, �� 
������ 
������� ��!������ ���%���,  9�7&

'��	� �&��(��, ����� ���	�� �����	�� �������	� C-�2D
����	 � ��������		 ��� <����, (���#��#>	��� ������
������ � �������		 C-�0D, C-�8D 	 C-�7D C�	�� -�/D�

4�&� ��� 	��
m ≥ 2d.

�#�������� 	��
�	��)���� >+�*? %���� ���	���� �������������� %�����
����'�� f(X) �� ������ ��������� ����	 ��������
����#�
���������

@����	������ ����	( ��	
��	����	� ���	����� D(X) 	
µ(X) ��=�� ������	� �� ��	���� �������� B����������
&������ 
���3	� C�&�� -�2D�
%�����(�� ����� ���	����	�, ������������# �� �	�� -�2,

����� ���	����	� $ �	�� 2�2 	 2�- $ ��=�� �������	� � �	��
�	�� -�0 	 -�8�

?�������� 	��
6�F���'����	 ψi (i = 0, 1, . . . , 2n − 1) ��������
����#� ���
������ µ(X) >+�*? ��)�� � �%����� '��	� ������'������	�

����" � �� 
������ �������� ����� ���
���3 ������ m�
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�

>������ 9�7:

f(X) D(X) µ(X)

xi 1 − xi |1 + (m − 1)xi|m
x1 ∧ x2 x1x2 x1x2

x1 ∨ x2 x1 + x2 − x1x2 |x1 + x2 + (m − 1)x1x2|m
x1 ⊕ x2 x1 + x2 − 2x1x2 |x1 + x2 + (m − 2)x1x2|m
x1 ∧ x2 1 − x1x2 |1 + (m − 1)x1x2|m
x1 ∨ x2 1 − x1 − x2 + x1x2 |1 + (m − 1)x1 + (m − 1)x2 + x1x2|m

���	�� �	�	�	���	︷ ︸︸ ︷
X = x1, x2, . . . , xn

��
	�� ���	��� �������︷ ︸︸ ︷
f1(X), f2(X), . . . , fd(X)

⇓ ⇓
���������� 	����������
��� �������	 µ(X)

⇓
���������� µ(X) �	� Zm⇓
����	��� ���	��� �������︷ ︸︸ ︷

y1 = f1(X), y2 = f2(X), . . . , yd = fd(X)

���� 9�4: ����� 
"%������, ����
��0��� ������" ����
"� '������ ��	
Zm

?�������� 	�	
7��� ��� ���� � �� )� ������	 %����	� ����'� �����	
��� ��������
����� �������� D(X) >*�E? � µ(X) >+�*?" � K1 �
K2 , ����
����� 
����� F��� ���������" �� K2 ≤ K1 �

"�� �������	� ������	� -�- �������	� �����#>	� ��	����

���&�� 	��
5��������� ������� %����	� ����'� >*�+?" ������ ��#����
�� �	��)���3 >*�E? >������ *�+? ������������� ���������

���� �������

Y = D(X) = 3 − 3x1 − 3x2 + 4x1x2.
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���	�� �	�	�	���	︷ ︸︸ ︷
X = x1, x2, . . . , xn

��������	��︷ ︸︸ ︷
ψ0, ψ1, . . . , ψ2n−1

⇓ ⇓
���������� 	����������
��� �������	 µ(X) �	� Zm

⇓
����	��� ���	��� �������︷ ︸︸ ︷

y1 = f1(X), y2 = f2(X), . . . , yd = fd(X)

���� 9�5: ����� 
"%������, ��	����� ������" ����
"� '������ ��	 Zm

(��������� ������	 +�* � �%=�� ���
�� ����C

Y = µ(X) = |3 + (m − 3)x1 + (m − 3)x2 + 4x1x2|m .

(�� m = 4 ����
��

µ(X) = |3 + x1 + x2|4 .

'��	� �&��(��, ������	� -�- ���(���� �� �, �� ��������
��� 
���� ��	
��	������� ���	���� C-�2D ��� �	�	��� ��
����=��� ���	���	������ 
���� ����������	� �	��� &��
����� 
���3	� �� ����(����� K1 	 K2, � ��� ����	��� $
��(����� �����<	� ���=���� ��	
��	����	� ���	����� (�
��� �����>��	� ��B

	3	����, ������ m� @�����������,
(�����	� ������ m ��=� ��&	����� �� ����� �� ��	��	#
��&������� �	�	�������	, �� 	 �� ��	��	# �	�	�������	
K2�

:�&&� 	��
7��� �����) %����	� ����'� >*�*? ����� �����	� �������
��
����� ��������� >*�0?" �� ��� m > Umax ����������� ���
�������� ����� ������#� ��������
����#� ��������C

U = λ(X) =

∣∣∣∣∣ω0 +
n∑

i=1

ωixi

∣∣∣∣∣
m

=

= |ω0 + ω1x1 + . . . + ωnxn|m , C-�:D
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�

#�� ωj = |dj|m (j = 0, 1, . . . , n)�

��������������
)������	� ��	
��	����	� ���	���

U =

∣∣∣∣∣ω�
0

s∑
i=1

ω�
i zi

∣∣∣∣∣
m

=

= |ω�
0 + ω�

1z1 + . . . + ω�
nzn|m ,

������ ��	 ���������� ω�
0 = ω0, ω�

i = ωi, zi = xi, s = n ���
������� ���	���� C-�:D�  ��� U = Y , ω�

0 = ψ0, ω�
i = ψi,

zi = xi1
1 xi2

2 . . . xin
n , s = 2n − 1, ���� ����(������� C-�:D ����	��

� �������	# �� CLD ����(������� ������ -�2�
�

4�&� ��� 	�	
J��
���� ��������� t ��������� Ξt{U} ��� �������� �� >*�0? �
>+�0? �� ������3����

�#�������� 	�	
�	��)���� >+�0? %���� ���	���� �������������� %�����
����'�� �� ������ ��������� ����	 ������#� ��������
��
���#� ���������

���&�� 	�	
��� ������	 %����	� ����'� >*�1?" ������� �����	� �����
����
����� ��������� >*�2?" �������� t ��������� Ξt{U}
����� ������������ ���
���� tmax = 6 � Umax = 36� �	%����
m = 26 > 36� <�#��

U = |20 + 60x1 + 52x2 + 16x3|64 .

(���� x1 � x2 � x3 = 0 � 1 � 1� 4������������"
U = |88|64 = (24)10 = (0 1 1 0 0 0)2� K���
������� �����C

fA(X) = Ξ2{(0 1 1 0 0 0)2} = 0,

fB(X) = Ξ4{(0 1 1 0 0 0)2} = 1,

fC(X) = Ξ6{(0 1 1 0 0 0)2} = 0.
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@��(� �������� Ξt{U} � ���������� ��	
��	��� �������
�	����� ���<��	���

Ξt{U} =

∣∣∣∣⌊U

2t

⌋∣∣∣∣
2

.

4�&� ��� 	�*
7��� ��� ����
���� U ��������3��� ��%	��
�	� %����	 �����
'�� � ��������" ����	&�3=��� tmax , ������������ ���
����
��������� t ��������� Ξt{U}" �� �����3 m ��)�� ���������
���
���� 2tmax� � F��� ���
�� ������ U � >+�0? ������� ������
u = |U |2tmax " ��� F��� u ≤ U �

"�� �������	� (������	� -�/ �������	� �����#>	� ��	�
����

���&�� 	�*
��� ������	 %����	� ����'�

fA(X) = x1 ∧ x2 ∧ x3 = Ξ3{6 − x1 − x2 − x3},
fB(X) = x1 ⊕ x2 ⊕ x3 = Ξ1{1 + x1 + x2 + x3}

�����	 ��������
���� ������� L(X) ����� ���C

U = 23fB(X) + 20fA(X) = 14 + 7x1 + 7x2 + 7x3.

<�� ��� tmax = 4" �� � ������������ � ����
����� +�E ����
��
m = 16 �

u = λ(X) = |14 + 7x1 + 7x2 + 7x3|16 .

(���� x1�x2�x3 = 1�1�1" ��#�� u = |35|16 = (2)10 = (0 0 1 0)2
�

fA(X) = Ξ3{(0 0 1 0)2} = 0,

fB(X) = Ξ4{(0 0 1 0)2} = 0.

<� �� ������ &���� ��������" ���%�����	� ��� �������������
U � ������������ � >*�0? � >+�0?" ����
���� +�E ���������
�%����� ������ 
��	���� ����������
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'��	� �&��(�� �������� �������� ���������� 
���� ���
�	���� C-�2D ������� �����<��	� �	������� �	���(���, ��&��
����� ��� ��� ���	����	��  ��=�� ��� ������ &���� ����#
�3���� �	������� �	���(���, �������	� ��	�3	�� ����	(�3		
���	���� ����&��(����	�, ���������� �� ���������� ��	
�
��	���

��� ��� !����	��� ����
"���� ��������	��
��"

8����&� 	�	
7��� ��� d��	����� %����� ����'�� f(X) ������ ���� ��(G
>*�*A? � >*�**? � m > Ymax" #�� Ymax , ������������ ���
����"
����������� Y " �� ����������� �����3=�� ���������� �����
����%��������C

Ψ = A2nY (mod m), C-�;D

Y = A−1
2n Ψ (mod m), C-�4D

#�� A2n �A−1
2n , �������������� �����'	 �����#� � ���������

#� ��������
����#� ����%���������H Y � Ψ , ��������������
������ ���������� %����� ����'�� f(X) � ������ ��F����
'������ ��������� ����	 ��������
����#� �������� µ(X)
>+�*?� J����� mod m ����
���" 
�� ��������
����� �����'��"

����������	� ��� ������������ �����' A2n � A−1
2n �� �������

����%�' Y ��� Ψ" �	�����3��� �� �����3 m�

"�� � � � � ( �  � � � �  � � ������ -�- ���&���	�� �����
�(�	������(������� ���	���� C2�2.D, C2�22D 	 ���	���	����
��� C2�/D 
����� ����������	� �	���� &������ 
���3	� G:2H�
'���� ��������	���� C-�;D 	 C-�4D ������ 	( ��������	���	
C-�2D�

�
 ��������� ���� ����&��(����	� 	��� ����� �&>��� � ���

��	����	������	 ����&��(����	��	 ������ 3	
����� �&���
&��	 �	������ COjkhNl mnNolNmL1 mlgOipolkiD G8:, 70, 2;2H�



%#%# *��+��
������ ���&� ���� ������	���	�� 4=

�#�������� 	�*
(���%��������� >+�1? � >+�2? %���� �������������� ���	�
���� ��������� ����� �����#� � �%�����#� �����
��#�
��������
����#� ����%��������� ��� ��#�
������ ����������

�����	�� ����%����������� >�<;(" LMNOPQL RSTUVW XYVMWVXOP
XWQRZ[MWTZ?�

\�	����, �� | − 1|m = m− 1, ����=��	� C-�;D ��=�� �����
�	��� � ������ 
�����

Ψ = M2nY (mod m), C-�2.D

��� M2n = |A2n |m� Y��	�� |A2n |m �(�����, �� ��	3�������
B������ C��	�	3�D ���	3� A2n (�����#�� �� m − 1�
 �	�3	�� ����	(�3		 ������� 	 �&������ 5'F C-�;D

	 C-�4D ��=�� �����	� � ����>�# ���
�� C�����������
�	�� -�7 	 �	�� -�:D, ������� ������ ������	��� ��������
���
�� ���	���� ����&��(����	�, ������=����� ���#�	���
� G:2H� %( B	� ���
�� �	���, �� 2D � �&�	� ����&��(����	��
��	����#�� �����3		 ����������� ���=��	�� -D ��� ��(�����
� �����=������ ����&��(����	� ����	3������ 	 �� ������
<�# (�����	� ������ m� /D ��� �����<��	� ���	��	������
(��� � C-�;D 	 C-�4D ���� &�� ��	������ ����� 
����	(��
3		 ���	3 G272H

A2n = A
(1)
2n A

(2)
2n . . .A

(n)
2n

	

A−1
2n = Ã

(1)
2n Ã

(2)
2n . . . Ã

(n)
2n ,

������=����� � G:2H�  �	 B�� �=	����� ��	=��	� ���	��	�
������ ���=���	 ����&��(����	� �

ξ =
3n − 2n

n2n−1

��( G:2H�
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���� 9�<: ���' ��!������ �,��!� (>*?

���&�� 	�,
(��������������� ���������� �<;( >+�1? � >+�2? � �����	�
����� %����� ����'�� >*�+? � �����'� ����������" ������
�� ��%�� *�* >��� ��� ������������� ������ *�+ �� �� +E?C

Ψ = A22Y (mod 22) =

[
1 0 0 0

−1 1 0 0
−1 1 0 0

1 −1 −1 1

]
·
[

3
0
0
1

]
(mod 22) =

=

[
3
1
1
0

]
x2
x1
x1x2

,



%#%# *��+��
������ ���&� ���� ������	���	�� 4@

���� 9�=: ���' ��!������ �������!� (>*?

Y = A−1
22 Ψ (mod 22) =

[
1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
1 1 1 1

]
·
[

3
1
1
0

]
(mod 22) =

=

[
3
0
0
1

]
.

���&�� 	��
(��������� �����#� �<;( >+�*A? ��� m = 23 � �����	�����
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%����� ����'�� �� ������� *�. >P� +1? ���� ���������C

Ψ = M23Y (mod 23) =

=

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0 0 0 0 0
7 1 0 0 0 0 0 0
7 0 1 0 0 0 0 0
1 7 7 1 0 0 0 0
7 0 0 0 1 0 0 0
1 7 0 0 7 1 0 0
1 0 7 0 7 0 1 0
7 1 1 7 1 7 7 1

⎤⎥⎥⎥⎦ ·

⎡⎢⎢⎢⎣
0
7
6
1
5
2
3
7

⎤⎥⎥⎥⎦ (mod 23) =

=

⎡⎢⎢⎢⎣
0
7
6
4
5
6
0
3

⎤⎥⎥⎥⎦
x3
x2
x2x3
x1
x1x3
x1x2
x1x2x3

.

���&�� 	�3
��� ������� *�/ >P� +2? �������'�� ����� �����'�� �������
����� %���� S2 ������#����
����#� ��#������ ��������� \]^
������ �<;( >+�*A? ��� m = 24 ������ ���C

Ψ = M24Y (mod 24) =

= M24 · [ 15 1 8 14 6 11 3 4 9 7 2 13 12 0 5 10 ]T =

= [ 15 2 9 4 7 3 4 8 10 12 0 9 12 3 4 12 ]T .

'��	� �&��(��, (�����	� ��B

	3	���� ������ Ψ ��=� �
	������� 0 ≤ ψi < m, i = 0, 1, . . . , 2n − 1, ������ ����������
	 ��	 ��������		 �����=������ ���	����	� C�����	�
� −28 ≤ ci ≤ 28 � ��	���� 2�8D�
 � ������		 � 5" � � ������� �3���	 ���=���	 5'F 

��&���� ��(��� ���	3��������� "�� ����������	� B������
�� ���	3� Ψ ����&���� NΨ = �log2 m� C�x� $ ��	����<��
3���� �	��� ������ 	�	 �����<�#>�� xD ���	���� ��(�����
	�	, ��	 m = 2d, NΨ = d ���	���� ��(�����, �� �

NC

NΨ

=
n

d
+ 1 C-�22D

��( ����<� �� �������	# � ���	������ ��(����� NC, ���&���
�	��� ��� ����������	� B������� ���	3� C C2�2-D�
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C Ψ
c0
c1
,,,

← n + d →
,,,

c2n−1

⇒ |c0|m = ψ0 ⇒
⇒ |c1|m = ψ1 ⇒
,,,
,,,

,,,
⇒ |c2n−2|m = ψ2n−2 ⇒
⇒ |c2n−1|m = ψ2n−1 ⇒

ψ0
ψ1
,,,

← d →
,,,

ψ2n−1

⇑ ⇑
-.$/ -01$

⇓ ⇓
Y Y

Y (0)

Y (1)

,,,
← d →

,,,
Y (2n−1)

Y (0)

Y (1)

,,,
← d →

,,,
Y (2n−1)

���� 9�6: ��������%����, �����������, (>*? � �!� �
,�0 � ()?C

'�� ��� NC 	 NΨ $ B� ����	������� ��(������	 C���	���
��� ���	���� ��(�����D ��B

	3	���� ��	
��	����	� ���
�	����� C2�/D 	 C-�2D �����������, � �3���� C-�22D ��	���	��
	 � ��	
��	������� ���	���� C-�2D�
*� �	�� -�; ����������� ������	������ 	�������3	� ���

��������� ��	���<� � �	�� ����������	� ���	3 Y, C 	 Ψ
C(���� <	�	�� ���	3 �(����� ���	����� ���	���� �	����
���, ������ ���&���	�� ��� ����������	� B������� ���	3�
���&3��,  5" � 	 �5" � $ ����������� ������ 	 �&�
����� 5" �, �  5'F 	 �5'F $ ����������� ������ 	
�&����� 5'F D�
������ B� ��	���< �� ������ ������	� ��� �	������

��	
��	����	� ���	�����, ��� ������ �	������ �	���(��
����������	� ��B

	3	���� �����	������� ��=�� ������
<	� ����� � ��� ��(� $ (� ��� �������� ���	����	� � �&�
���� ����	3������� �	��� C� �������� ������� ��=� &��
	�����(����� ��=� (������	� -�/D�  ������	�� ��� ��������
<��� �����<��	�, 	�����(������ �	������� �	���(��� �������
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� ����
�

&���<�� ���	�	�� ������ m�

��� +���
"���" ����� 
�%������%� �"��
&��
���

�#�������� 	�,
���������� ����� %����� ���������� %����� ����'�� f(X)
�� n ��������	� �� i� ��������� xi >i = 1, 2, . . . , n? �������
������ � ����C

d̃f(X)

d̃xi

= |(m − 1)f(x1, . . . , xi, . . . , xn) + f(x1, . . . , xi, . . . , xn)|m ,

C-�2-D
#�� m > 1�

�#�������� 	��
���������� ����� ��#�
����#� ���� <����� %����� ����'��
f(X) � ��
��

x1 = w1, x2 = w2, . . . , xn = wn

������������ �	��)�����

MPW (X) =

∣∣∣∣∣ξ(n)
2n−1∑
j=0

p
(j)
W (x1 ⊕ w1)

j1(x2 ⊕ w2)
j2 . . . (xn ⊕ wn)jn

∣∣∣∣∣
m

,

C-�2/D
#��

W = (w1 w2 . . . wn)2,

j = (j1 j2 . . . jn)2,

p
(j)
W =

∣∣∣∣∣ d̃nf(W )(X)

d̃xj1
1 d̃xj2

2 . . . d̃xjn
n

∣∣∣∣∣
m

;

ξ(n) = 2nϕ(m)−1 (mod m);

ϕ(A) , ����'�� _���� �� 
���� AH ������ m > 1 , �������

�����
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���&�� 	�� >������)���� ������� *�0?
���������� ����� ��������
����#� �������� ����������
W = 3 = (0 1 1)2 ����������� %����� ����'�� ���� �����
����	� ��� m = 3 �������������� ����� >+�*E? �����3=��
�%�����C

P3(X) =
∣∣∣2(

f3(X) + d̃f3(X)

d̃x3
x3 + d̃f3(X)

d̃x2
x2 + d̃2f3(X)

d̃x2d̃x3
x2x3+

+ d̃f3(X)

d̃x1
x1 + d̃2f3(X)

d̃x1d̃x3
x1x3 + d̃2f3(X)

d̃x1d̃x2
x1x2 + d̃3f3(X)

d̃x1d̃x2d̃x3
x1x2x3

)∣∣∣
3
.

��� %����� ����'�� f(X) = x2x2 ∨ x3 ���������� �����
��������
����� ��������� >+�*E? � �
���� ��%��'	 *�+ ����
�� ���C

P0(X) = 1 + x3 + x1x3 + x1x2x3,

P1(X) = |2x3 + 2x1 + 2x1x3 + 2x1x2 + 2x1x2x3|3 ,

P2(X) = |1 + x3 + 2x1x2x3|3 ,

P3(X) = |2x3 + x1x2 + x1x2x3|3 ,

P4(X) = |1 + 2x2x3 + 2x1x3 + 2x1x2x3|3 ,

P5(X) = 1 + x2 + x2x3 + x1 + x1x3 + x1x2 + x1x2x3,

P6(X) = 1 + x3 + x2x3 + x1x2x3,

P7(X) = |2x3 + 2x2 + 2x2x3 + 2x1x2 + 2x1x2x3|3 .

��� *�	���

�  �����=�� ���� ����	(�3		 �	��� &������ 
���3	� ���
�������� ���������� 
���� ��	
��	������� ���	����,
������ �����	
	3	������ ��� ��������
����� �%�%=����
�������� I�#������ G2, 0/H�

� \���������, �� ���������� 
���� ��	
��	������� ���
�	���� ��(����� ��>������� ����&	� ���&���� &���<	�
��B

	3	���� 	 �����	�	� ���	�	�� ��(������ ������
=������ ���	����	��
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� ����
�

�  �����=��� ������ ����		������ ����&��(����	� �	���
&������ 
���3	� �������������� � ���������# 
����
��	
��	������� ���	�����

� \��������� �(�	�����(� ��=�� ������������ 	 ��������
��� 
�����	 ��	
��	������� ���	�����

�  ������� ������ 	 �&����� ���	���� ����&��(����	�
��=�� �	�����	 &������ 
���3	� 	 ���������� 
���
��� ��	
��	����	� ���	������  ��������� ���	����
����&��(����	� ���������� ��� ��#�
����� ����������

�����	� ����%����������

�  ���(���, �� ���	����	� ����	����	������ ����&��(����
�	� ���� 	��� �������, ������	���# &����� ���6�
#��	���� ����&��(����	��, ������=����� !� ���#�	�
����

�  �����=��� ���������� 
���� ���	������� ���� '�������
A� 
���� �� 	��� ���	��>��� ����� ��	
��	����	�
�������� ���	������� ���� '������, ������, ��=� &��
����(��� ��� �&�������	� ��(��=���	 �� ����	(�3		 ���
�	����	�	 ��������	, 
���3	��	��#>	�	 � ����������
��	
��	���



����� �

�������	��� ��	���
���������� �� ��������
���	���

� 	����� !��
�� 

�	���"� ����� ��	��,��"� ���'������#��!�%����� '��#
�" ���
�
�.��, 
 ���!�����"� ������1���, 
 ���0�� Zm1, m2, ..., mv

�

��� ��
������
,��� ���%������� �����-
����	����� �� ��������� �������

 �	 �����	�����		 �������� 3	
����� ������� (�����	� ���
B

	3	���� �	������ ��	
��	����	� ���	����� ���� ����
��<�� ���	�	�� 2100 G20., 24/H� ! ��	� ������� ��&�#�� &��
��� ���	������� ��	 �����<��	� �	������ �	���(�����
 ��� ������ m ��� C-�2D 	 C-�:D �&����� ��������

m = m1m2 . . . mk,

��	��� gcd(mi, mj) = 1� i, j = 1, 2, . . . , v� i �= j C(���� 	 �����
gcd(a, b) $ ��	&���<	� �&>	� ���	��� a 	 bD� '���� � ������
��		 � +	������ ������� �& ������ Y ��=�� �(�	��� �����
(����� ��&��(	� � v������� ����� {Y } = (φ1, φ2, . . . , φv), ���

�2�
��
�� ����� 	
�� �	

�� ��	�� ������� 	��������	
� � ���������	
� "���
���
� ���������	
�E* � +��P& ��'& �,N& �,�& �,,& �,-& �,'& �PN.#
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� �������

φk = |Y |mk
(k = 1, 2, . . . , v) G2-, 27, 8.H�  �	 B�� Y ∈ Zm�  �	�

�����	� ��� ��=���� ����� φk (k = 1, 2, . . . , v) �������������
��<� ������� ��(����� �����	� �����#>	� ����=��	��

8����&� *��
7��� m > Ymax" ���
�� m =

∏v
k=1 mk � gcd(mi, mj) = 1 (i, j =

1, 2, . . . , v; i �= j)" �� ����������	 �����) %����	� ����'�
��)�� %	�� �������
�� ����������� ������� ��������	�
���� ��������
����� ���������C⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

φ1 = µ1(X) =

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ψi, 1 xi1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
m1

,

φ2 = µ2(X) =

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ψi, 2 xi1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
m2

,

���

φv = µv(X) =

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ψi, v xi1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
mv

,

C/�2D

#�� ψi, k = |ci|mk
(i = 0, 1, . . . , 2n − 1; k = 1, 2, . . . , v)�

��������������
 � ������		 � ����(�������� ������ -�2 �������	� ��� ���
�	��� ����(������, ��������#>	� ��� ���	��� �������	�
�����	�� �������	� C/�2D�

<=> '�� ��� C-�-D ��������	�� ��� �#&�� (�����	� ������
m > 1, � ��������	�� 	 v (��	��� C-�-D ��� ��(�	���� (���
���	� ������ m > 1�

|Y |m1
=

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ci x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
m1

,

|Y |m2
=

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ci x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
m2

,

���

|Y |mv
=

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ci x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
mv
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	�	

|Y |m1
=

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

|ci|m1 xi1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
m1

,

|Y |m2
=

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

|ci|m2 xi1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
m2

,

���

|Y |mv
=

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

|ci|mv xi1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
mv

.

C/�-D

*� �������		 +	������ ������ �& ������ �	���� ���
����

φ1 = |Y |m1 , φ2 = |Y |m2 , . . . , φv = |Y |mv

	��� ��	�������� ��<��	� Y , ���	 ��������� �����	��
Ymax <

∏v
k=1 mk� gcd(mi, mj) = 1 (i, j = 1, 2, . . . , v; i �= j)�

'�� ��� B	 �����	� � ������ /�2 ����������, � 	 C/�2D
	��� ��	�������� ��<��	� Y �

�
%( ������� ����(������� ������, �� �����	� C/�2D
��=�� ���������� ��������	� ���� <�����

;�(� ��  ������	� C2�/D ���������� �����	�� 2�2�

;�(� 	�  ������	� �	���� C/�2D ���������� C:�4D�

<==> %�����(��� C-�0D ��� �������	� �	���� ��	
��	����	�
���	����� �� v (������� �������, �����#>	� ��&����
�	�� ����(������	 ����������	� C/�2D�

Pj(X) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

µ′
j, 1(X) =

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ψ′
j, i, 1 xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣
m1

,

µ′
j, 2(X) =

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ψ′
j, i, 2 xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣
m2

,

���

µ′
j, v(X) =

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ψ′
j, i, v xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣
mv

,

C/�/D
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��� ψ′
j, i, k = |rj, i|mk

(j = 1, 2, . . . , d; i = 1, 2, . . . , 2n − 1;

k = 1, 2, . . . , v)� ������	��� 	�����(�� C-�8D, �����	��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

µ′′
j, 1(X) =

2n−1∑
i=0

ψ′′
j, i, 1 xi1

1 xi2
2 . . . xin

n ,

µ′′
j, 2(X) =

2n−1∑
i=0

ψ′′
j, i, 2 xi1

1 xi2
2 . . . xin

n ,

���

µ′′
j, v(X) =

2n−1∑
i=0

ψ′′
j, i, v xi1

1 xi2
2 . . . xin

n ,

C/�0D

���

ψ′′
j, i, k =

∣∣ψ′
j, i, kbj, k

∣∣
mk

;

bj, 1 = |2j−1|m1
, bj, 2 = |2j−1|m2

, . . . bj, s = |2j−1|ms

(j = 1, 2, . . . , d; i = 0, 1, . . . , 2n − 1; k = 1, 2, . . . , v)� �����
�������, �&�&>�� C-�8D ��� ������� m1, m2, . . . , mv �����
��# C/�2D � ����>�# ����=��	�

ψj, k =

∣∣∣∣∣
d∑

j=1

ψ′′
j, i, k

∣∣∣∣∣
mk

C/�8D

(i = 0, 1, . . . , 2n − 1; k = 1, 2, . . . , v)�
�

�����	� �������	� C/�2D ����	 � ��������		 ��� <��
���, (���#��#>	��� ����������� � �������		 �	���
���	����� C:�2.D, C/�0D 	 ��&������ C/�2D ��	 ����>	 C/�8D�

"���	����� ������ ���	���� �����	��� 
���	�����	�
��	
��	����	� ���	����� C-�2D 	 C/�2D ������� ������ 	 ���
��������� ���&������# ����� ���	���� ������� 
���	���
���	� ��������#>	� ��	
��	����	� ���	�����, �&�����	�
��#>	� ����������� ����&��(����	� �� ���� B���� ����	(��
3		 �����	��, �� ��� ?����=��	�“ �����=������ ��(�����
�� ���	����	� � (������� �	������ �	���(����



'#"# ��������	�0��� ����������� ����� 5@

�#�������� *��
4������ ��������
����� ��������� >E�*? %���� ���	����
������������� ���#������ ����� ������������� %����	�
����'�" ��������� �� 6������ ������� �% ���������

4�&� ��� *��
��������	� ����	 >E�*? � >+�*? ������	 ����&������C

{Y } = (φ1, φ2, . . . , φv),

(ψi, 1, ψi, 2, . . . , ψi, v) = {ψi} = |ci|m (i = 0, 1, . . . , 2n − 1).

"�� ��=���� ��	
��	������� ���	���� �	���� C/�2D �����
����	�� 	 ������	� -�2 	 -�- C��	 B�� ����� m ���&���	��
�������	��� ��������#>	� ������ mj (j = 1, 2, . . . , v)�

:�&&� *��
7��� �����) %����	� ����'� >*�*? ����� �����	� �����
����
����� ��������� L(X) >*�0?" �� ��� m > Umax" #��
m =

∏v
k=1 mk" ���
�� gcd(mi, mj) = 1 (i, j = 1, 2, . . . , vH i �= j)"

����������� �����3=�� ���������� ����� ������#� �������
��
����#� ��������C⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

φ1 = λ1(X) = |ω0, 1 + ω1, 1x1 + . . . + ωn, 1xn|m1
,

φ2 = λ2(X) = |ω0, 2 + ω1, 2x1 + . . . + ωn, 2xn|m2
,

���
φv = λv(X) = |ω0, v + ω1, vx1 + . . . + ωn, vxn|mv

,

C/�7D

#�� ωj, k = |di|mk
(j = 0, 1, . . . , n; k = 1, 2, . . . , v)�

@�������	���� C/�7D ������ 	( ��	�����	� ����(�������
��������	���	 C-�:D ��� ��=���� ������ ������ C/�7D � ������
���	 	 	( +	������ ������ �& �������

�#�������� *�	
4������ ��������
����� ��������� >E�/? %���� ���	���� ���
���� ������������� ���#������ ����� �������������
%����	� ����'�" ��������� �� 6������ ������� �% ������
����
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4�&� ��� *�	
��������	� ����	 >E�/? � >+�0? ������	 ����&������C

{U} = (φ1, φ2, . . . , φv),

(ωj, 1, ωj, 2, . . . , ωj, v) = {ωj} = {ωj} = |dj|m (j = 0, 1, . . . , n).

Y������	� -�/ � C/�7D �� ��	���	���

"�� ����>��	� 	(��=��	� � �������<�� �� &���� ��(�	���
�	��� Y 	 U �
)�<��	� �	���� �������⎧⎪⎨⎪⎩

Y = φ1 (mod m1),
Y = φ2 (mod m2),
���
Y = φv (mod mv)

��� +	������ ������ �& ������� "�� B��� &���� 	�����(��
��� (��	��

Y = CRTv
k=1φk (mod mk) . C/�:D

! ����������� ������� +	������ ������ �& ������ ���
���	����	� C/�:D 	�����(���� 
������

Y = CRTv
k=1φk (mod mk) = |φ1B1 + φ2B2 + . . . + φvBv|m , C/�;D

��� Bk = qkmm−1
k � qk �����	�� 	( qkmm−1

k ≡ 1 (mod mk)
(k = 1, 2, . . . , v)�

)������	� ����� ��� ��	���� ����	(�3		 �	��� &������

���3	� � 	�����(����	�� +	������ ������ �& �������

���&�� *��
5��������� �������'�3 ������������#� ���#����3�����
>(2, 16)����3�����?" ��������
����� ����� �	����	� ����'�
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������#� ����� ��� @0*BC

f1 = x1 ⊕ x2 = 1 − x1 − x2 + 2x1x2, f9 = x1 ∧ x2 = x2 − x1x2,
f2 = x1 ∨ x2 = 1 − x1 − x2 + x1x2, f10 = x1 ∧ x2 = x1x2,
f3 = x1 ∧ x2 = 1 − x1 + x1x2, f11 = x1 = 1 − x1,
f4 = x1 ∧ x2 = 1 − x2 + x1x2, f12 = x1,
f5 = x1 ∧ x2 = 1 − x1x2, f13 = x2 = 1 − x2,
f6 = x1 ⊕ x2 = x1 + x2 − 2x1x2, f14 = x2,
f7 = x1 ∨ x2 = x1 + x2 − x1x2, f15 = 1,
f8 = x1 ∧ x2 = x1 − x1x2, f16 = 0.

5���������3=� ��������
���� ������� � ������������ �
>*�E? ����� ��� @0*BC

D(X) = 21535 + 1241x1 + 4437x2.

������������ ���
����" ����������� ������� ��� x1 = 1 �
x2 = 1" ����� 27213� (�F���� �	%���� ������� �����	� ���
���� m1 = 11" m1 = 13" m1 = 15 � m1 = 16 �����" 
��
M = 11 · 13 · 15 · 16 = 34320 > 27213�  �������� ���� �� ���
#�������" �	����3=�� �� �������������� ������	 E�*" �����

�� ��������	� ����	 ��������
����� ��������� � ��������
����� � >E�*?C

µ1(X) = |8 + 9x1 + 4x2 + 0x1x2|11 ,

µ2(X) = |7 + 6x1 + 4x2 + 0x1x2|13 ,

µ3(X) = |10 + 11x1 + 12x2 + 0x1x2|15 ,

µ4(X) = |15 + 9x1 + 5x2 + 0x1x2|16 .

����� ��#�� ��������� ��%��'� ���
���	� ���
��� φ1" φ2" φ3"
φ4 �" � ����=�3 >E�1?" , Y ��� ���� ��%���� %����	� ��������
�	� >��%�� E�*?�
6����)� ���
��� �	����� (2, 16)����3����� f16 � . . . � f1

�� ���� ��%���� %����	� ��������	� x1�x2 ����
�3��� �� �����
�������� Y � ����
�� ������� �
�������C

(21535)10 = (0101010000011111)2,

(25972)10 = (0110010101110100)2,



<9 !�	�	 '# ����������� �����1 �����	���� �	 *��	�
� �������

>������ 3�7: >������ ���%���"� ���%���� ��	��,��"� '��� ���'����%�#

���� �������
 �� 
��� ������� ����
"� �������"�

x1 � x2 φ1 φ2 φ3 φ4 Y

0 � 0 8 7 10 15 21535

0 � 1 1 11 7 4 25972

1 � 0 6 0 6 8 22776

1 � 1 10 4 3 13 27213

(22776)10 = (0101100011111000)2,

(27213)10 = (0110101001001101)2.

���&�� *�	
5��������� �����	 ��������
���� ������� @*2EBC

Y = L(X) = 8 + 137x1 − 7x2 + 129x3 + 136x4 + 64x5,

�������3=� ������� %����	� ����'�C

f1(X) = x1 ⊕ x2 ⊕ x3,

f2(X) = x1 ⊕ x2 ⊕ x3,

f3(X) = x5,

f4(X) = x1 ⊕ x3 ⊕ x4.

(��
��

f1(X) = Ξ1{Y },
f2(X) = Ξ4{Y },
f3(X) = Ξ7{Y },
f4(X) = Ξ8{Y }.

<�� ��� tmax = 8 � Ymax = 474" �	%���� ������ m1 = 7" m2 = 8"
m3 = 9" �%����
���3=�� �	�������� �������

m = m1m2m3 = 504 > 474.



'#%# *��+��
������ ����������� ������	���	�� <3

<�#�� ��#����� >E�/?C

λ1(X) = |1 + 4x1 + 3x3 + 3x4 + x5|7 ,

λ2(X) = |x1 + x2 + x3|8 ,

λ3(X) = |8 + 2x1 + 2x2 + 3x3 + x4 + x5|9 .

(���� x1 � x2 � x3 � x4 � x5 = 1 � 0 � 0 � 1 � 1� <�#��

λ1(X) = 2,

λ2(X) = 1,

λ3(X) = 3.

 �������� ������� >E�1? � �
��	���" 
�� B1 = 288" B2 = 441"
B3 = 280" ����
��

Y = |2 · 288 + 1 · 441 + 3 · 280|504 = |1857|504 = (101011001)2.

*������ �� �����	����	� �	� 
������ C/�;D ��� �� ����
��� ���&�� ��� ����	������� 	�����(����	�, � ������	, 	(�
(� ���&���	���	 �&�������	� &���<��� �	������� �	���(����
"���	�, &���� ��	������� ����� �����������	� ��(	3	�����

���� �	���, &��� ���������� � ����� :�
@����, ������#>�� ��	�3	� ����	(�3		 &������ 
���3	�

���������� ���������� 
��� ��	
��	����	� ���	�����, ���
�������� �� +	������ ������ �& ������, ����������� ��
�	�� /�2�

��� ��� !����	��� ���%������� ���������
	���"- ����	����� �� ��������� �������

:�&&� *�	
7��� ��� d��	����� %����� ����'�� f(X) ������ ���� �<;(
>+�1? � >+�2? � m > Ymax" ���
�� m =

∏v
k=1 mk � gcd(mi, mj)

(i, j = 1, 2, . . . , v; i �= j)" �� ����������� �����3=�� ��������
��� �������������#�
����� ����� ����%��������C⎧⎪⎨⎪⎩

Ψ1 = A2nΦ1 (mod m1),
Ψ2 = A2nΦ2 (mod m2),
���
Ψv = A2nΦv (mod mv);

C/�4D
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�����������	︷ ︸︸ ︷
ψ0, 1, . . . , ψ2n−1, 1

X

⇓ ⇓
���������� µ1(X) ��	 Zm1

⇓
ϕ1

⇓

. . .

. . .

. . .

X
�����������	︷ ︸︸ ︷

ψ0, v, . . . , ψ2n−1, v

⇓ ⇓
���������� µv(X) ��	 Zmv

⇓
ϕv

⇓

���������  ϕ1, . . . , ϕv �������� ������� �� ������� ��	 Zm

⇓

������ �����	� �������︷ ︸︸ ︷

y1 = f1(X), y2 = f2(X), . . . , yd = fd(X)

���� 3�7: ����� �������0��!� 
"%������, ��	����� ������" ����
"�
'������ ��	 Zm1, m2, ..., mv

�� ����
� ��������� ������" �� ��������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Φ1 = A−1

2n Ψ1 (mod m1),
Φ2 = A−1

2n Ψ2 (mod m2),
���
Φv = A−1

2n Ψv (mod mv),

C/�2.D

#�� A2n � A−1
2n , �������������� �����'	 �����#� � �������

��#� ��������
����#� ����%���������H

Φk = [φ0, k φ1, k . . . φ2n−1, k]
T ; φi, k =

∣∣Y (i)
∣∣
mk

; k = 1, . . . , v;

Ψk = [ψ0, k ψ1, k . . . ψ2n−1, k]
T ; k = 1, . . . , v.

@ � � � � � � � 	 � � �  � ����� 	 C/�4D 	 C/�2.D ������
2D 	( �(�	������(������	 ���(	 ���	���� C2�2.D 	 C2�22D 	 ���
�	���	������ C2�/D 
��� ����������	� &������ 
���3	� G:2H
	 -D 	( ����(������� ��������	���	 ���	���	������ 
����
����������	� C/�2D, ���������� �� +	������ ������ �& ����
����

�#�������� *�*
4�����	 �����
�	� ����%�������� >E�2? � >E�*A? %���� ���	�



'#%# *��+��
������ ����������� ������	���	�� <5

���� ���`3������	�� ���#�����	�� ����%�����������" �����
����	�� �� 6������ ������� �% �������� ��� �<;(" �����
����	�� �� 6������ ������� �% �������� >�<;( 6<K?�

 ���������	���� ��	�����	� 5'F +'� 	 �������� ���
��(��� ������� B��� ����&��(����	�, ���(����� � �����>��	�
�� ��	� ��������#>	� ��	
��	����	� ���	�����, �� ��	�
���� �������	� ������� ��B

	3	���� ��	
��	����	� ���
�	�����, ��������#>	� �����3		 ���������	 ��	�����
	�
������� �����	�� ������� cVQ C��	��� 2�7 �� -4D�

���&�� *�*
��� �����������(

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
15 1 8 14 6 11 3 4 9 7 2 13 12 0 5 10

)
.

� ������������ � ����� E�+ ���%������" 
��%	 m1m2 ≥ 24�
��� �	%��� ������" '������%����	� �� �������3 ���)���

��� ����
���	� ��������
����� ���������" �������� ��%�
��'� E�+ >��� �������������� �����������?" #�� ��F���'����

�����&���� ���)����� �������� ��������� ��� K
2n H K , �����


����� �������	� ��F���'������� D
��	��� ���%������ �%���
��
���� ������� �������	 ������" �	%���� m1 = 3, m2 = 7�
<�#�� {

Ψ1 = A24Φ1 (mod 3),
Ψ2 = A24Φ2 (mod 7),

#��

Φ1 = [ 0 1 2 2 0 2 0 1 0 1 2 1 0 0 2 1 ]T (mod 3),

Φ2 = [ 1 1 1 0 6 4 3 4 2 0 2 6 5 0 5 3 ]T (mod 7).

<�#��

Ψ1 = [ 3 1 2 2 0 1 1 0 0 0 0 2 0 1 2 1 ]T (mod 3),

Ψ2 = [ 1 0 0 6 5 5 4 4 1 12 0 0 5 5 6 0 ]T (mod 7).
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>������ 3�9: ;����� ��
�������� ���1����� ���'����%����!� ������� ��
���%���, ��	��,

D��%���� ��	��, )���� ������� ��$''������ ����0+���,
 ���1����0&

9 = 8�5<
3 @ 8�4=
4 6 8�5
5 79 8�95
< 77 8�37
= 77 8�37
6 74 8�79
@ 74 8�79
78 73 8�7@
77 75 8�8<
79 73 8�7@
73 75 8�8<
74 73 8�7@
75 75 8�8<
7< 75 8�8<

4�&� ��� *�*
�<;( 6<K >E�2? � >E�*A? ������	 � �<;( >+�1? � >+�2? ������
3=��� ����&������

Ψ = CRTv
k=1Ψk (mod mk),

Y = CRTv
k=1Φk (mod mk).

@������ ���
�� ���	���� ����&��(����	� ��� ��=����
������ k ������ mk 5'F +'� ������	��� �������� ����

��, ������������� �� �	�� -�7 	 �	�� -�:� @�����������, �
5'F +'� ��	���	�� ����� 
����	(�3		 ���	3 A2n 	
A−1

2n C����� &����� ���6#��	���� ����&��(����	�D, ��	���
�	��� 	 � 5" � G:2H 	 5'F �
*� �	�� /�- ����(��� ������	������ 	�������3	� 5'F 

+'� 	 ��� �(�	�����(� � 5" � 	 5'F � @������� B�� �	��
������ ����� 5'F +'� ����	�� � ��(��=��	# ��=��� 	(
���	3 Y 	 C �� v ���	3 ����<�� ?<	�	��“ $ l1, l2, . . . , lv,
��� lk = �log2 mk�, �� ��(����� �����	� ����&��(����	� ���
��=��� 	( ���������� ���	3 Ψk 	�	 Φk � ��������	�  ����
������ ��(����� (��� ���������	��#�� � ����>�# +	���



'#%# *��+��
������ ����������� ������	���	�� <=

���� ������ �& �������  �	 B�� ����� Ψ ������� ���	�
3�� 5'F �� �����# m =

∏v
k=1 mk�

!(�	�����(� 5'F +'� 	 5'F ��������� � ����>�#
�	�� /�/�
]���� 	����	� 	( ��������=��	�, �� ����&��(����	� ���

���� ������� 5'F +'� �������#�� ������������ '���� ��	�
&���<�# ���=���� &��� 	��� ����&��(����	� 5'F +'�
��� ��	&���<��� ������ mv� ����	������� ?<	�	��“ C���&���
�	��� ���	����� ���	���� ��(����� ��� ����������	� B���
����� ���	3�D ��������� ���	3�Ψv �� ��	&���<��� ���
���# mv 	 �����	

lv = �log2 mv�
���	���� ��(������ \�	����, �� ��� &���<	���� ����	���
��	� (���� (�����	� lv �� �����<�� 6÷ 7, ��	���<	 � �������
�		 � 5" � 5'F ����������� ������

NC

lv
≈ n + d

6 ÷ 7
	

NΨ

lv
≈ d

6 ÷ 7
��(�

*���	���, ��	 n = d = 40 	 mv = 128 ��	���<	 &��� ���
��������� 11, 4 	 5, 7 ��(� *���	���, ��&�� 	( 17 �������
C�&�� /�/D �&�����	��� ����������	� ��B

	3	���� ��	
�
��	������� ���	���� C2�/D 	�	 C2�:D � ������� ����	3�� $ 2105�
 ��������� �3���	 �������# �	�� 	 ��� ���������� 
���

>������ 3�3:

m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 m10
<= =7 =3 =@ 63 6@ @7 @= 787 783

m11 m12 m13 m14 m15 m16 m17
78= 78@ 777 773 775 79= 796

���	���	������ ����&��(����	�, ���������� �� +	������
������ �& �������  �	 B�� ��� �������	� � �	������
��	
��	����	� ���	����� ���&���	�� 	�����(���� ����
<��	� d�

6÷7
, ��� d� $ �&>�� ���	����� C� ����� 	(&������D

����	(����� &������ 
���3	� 	�	 ����	������� ���	�����
��(�����, ���&���	��� ��� ����������	� ��B

	3	����
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Y C

Y (0)

Y (1)

���
← d →

���

Y (2n−1)

����⇐⇒
c0
c1

���
← n + d →

���
c2n−1

|ci|m1 |ci|m2 · · · |ci|mv⇓ ⇓ ⇓
φ

(i)
1 φ

(i)
2 · · · φ

(i)
v⇓ ⇓ ⇓

Y Φ1 Φ2 · · · Φv

Y (0)

Y (1)

���
← d →

���

Y (2n−1)

����
���⇐⇒

φ
(0)
1

φ
(1)
1
���

← l1 →
���

φ
(2n−1)
1

φ
(0)
2

φ
(1)
2
���

← l2 →
���

φ
(2n−1)
2

· · ·

φ
(0)
v

φ
(1)
v

���
← lv →

���

φ
(2n−1)
v⇓ ⇓ · · · ⇓

φ1 φ2 · · · φv

Y

���︸ ︷︷ ︸
⇓
Ψ

Y (0)

Y (1)

���
← d →

���

Y (2n−1)

����⇐⇒
ψ0

ψ1

���
← d →

���
ψ2n−1

���� 3�9: ��������%����, �����������, (>*? �>; � �!� 
������
,�0 �
()?C � (>*?
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Y Ψ
Y (0)

Y (1)

,,,
← d →

,,,
Y (2n−1)

-01$⇐⇒

ψ(0)

ψ(1)

,,,
← d →

,,,
ψ(2n−1)

|ψ(i)|m1 |ψ(i)|m2 · · · |ψ(i)|mv⇓ ⇓ ⇓
φ

(i)
1 φ

(i)
2 · · · φ

(i)
v⇓ ⇓ ⇓

Y Φ Φ · · · Φ
Y (0)

Y (1)

,,,
← d →

,,,
Y (2n−1)

-01$
�02⇐⇒

φ
(0)
1

φ
(1)
1
,,,

← l1 →
,,,

φ
(2n−1)
1

φ
(0)
2

φ
(1)
2
,,,

← l2 →
,,,

φ
(2n−1)
2

· · ·

φ
(0)
v

φ
(1)
v
,,,

← lv →
,,,

φ
(2n−1)
v

���� 3�3: ��������%����, �����������, 
������
,�� (>*? � (>*? �>;

���	����� ����	����� d� = 2100 �	������� ��	
��	������
�� ���	���� ��	���< � ���	����� 	�����(����� ���	����
��(������ 3	
� � �������� ������ ������ C������D ����&��(��
���	� �����	 14, 3 ��(��

��� *�	���

�  �����=�� ���� ����	(�3		 �	��� &������ 
���3	� ���
�������� ��	
��	������ ���	���	������ 
����, �����
������ �� +	������ ������ �& ������, ������ �����
������ ��&�� �	���� ���������� 
��� ��	
��	����	�
���	����� �� �	���� ���3	������ �&��(�� ��&������ ���
������

�  ���(���, �� ������=����� ����, ���������� �� +	���
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���� ������ �& ������, ��(����� �������# ��<	� ����
&���� &���<	� ��B

	3	���� ��� ���	������, �� 	 �	�
������ ��	
��	����	� ���	�����, ��	 �����		 �&�������
�	� �����������	���	� ���	����	� �� �	���� ��&������
��������

�  �����=��� ������ ����		������ ����&��(����	� �	���
&������ 
���3	� �������������� � ��	
��	�����# ���
�	���	�����# 
����, ���������# �� +	������ ������
�& �������

� \��������� �(�	�����(� ��=�� ������������, ��������
��� 	 ��	
��	������ ���	���	������ 
�����, ��������
��� �� +	������ ������ �& �������

�  ������� ������ 	 �&����� ���	���� ����&��(����	�
��=�� �	�����	 &������ 
���3	� 	 ��	
��	������ ���
�	���	������ 
�����, ���������� �� +	������ ������
�& �������  ��������� ���	���� ����&��(����	� �����
������ ��� ��#�
����� ����������
�����	� ����%�������
���" ��������	� �� 6������ ������� �% ���������

� \��(���, �� �� ������		 � &�����	 ���6#��	����	
����&��(����	��	 � ���	����	� ����	����	������ ����
�&��(����	��, ���������� �� +	������ ������ �& ����
���, ���� &�� ��	������ ����� 
����	(�3		 ���	3�



����� �

�	��������� ���������� �
���� �! �������!

��������!

������	�����0 ���������� ������ ��!�%����� '������ ���0+�� ������#
������ ���
�� ��	�%� ��!�������� �������0�"� 
"%������� 
 ���0+��
%����
"� 	�������� / 2100 . . . 21000 � ������ D	��0 �	 �	� !�
 %����
"�
	�������� ��������, %����
�� 	������� �����"� �� ������0�� ��,	#
��
 ��
"+��� ���	�	� %����
�� 	������� E''����
��� ��+���� ��	�%�
����� 
"%������� ������� 
 ��!�������� ��!�%����� 
"%������� �� ����
�

�	�	��	����	���" ��� 
�	�	
!����" 
"%�������0�"� �������

��� ������� �
,.�� ����
��

_��	 �������	� ��=���� �����# ���	��	���, ������ &�

���3	��	����� �� B��� �����#, � ����������� ��	� ���
�	��	����, �&6��	������ ���(��	, ��=� ���������� ��&��
���	��	�����# �	����, 
���3	��	��#>�# � �	������ �	��
��(���, ������� ���	(�����	# B	� �������� Z���, �� ���	���
��� ��	� ���	��	���� ���=�� &�� �	�	�	(	������ C&�( ���
>�������� ����	 ���	(���	������	D� "�&	��� B��� ��=�
��, ���	 (�����	� �������, �������	�� � �	������	 �	����
(����	, ���������� ������=	������	 B	�	 ���	��	����	
C����	��� ≈ 2k, ��� k = 16, 32, 64 . . . D�
 �	��� �����	(�3		 ���� ���	��	������ �	���� �����

������ �� �	�� 0�2� !����������	� ������������� ��(�����



=9 !�	�	 )# $��	���	2� ��������� � ���0��� �������� ��	�	���	�

C��(	3	����� 
���� �	���D ��=� &�� ��������� ��� �� �����
�� ������ 	( ���	��	���� C	�	 �������� ����������	 ���	��
�	����D, �� 	 �� ������ ���	��	���, ���3	����� �����������
��� B�� 3��	�

���� 4�7: F�G����� ���������, �� ����
� 
"%���������� '����������.-��
� ���0+�� ��	��,�  �	��0 H�"%�������0 �>;“ / 
"%�������0� �������#
.-�� ��������. ������� �� ��������&

%(����	# ��	�3	��� �������	� ��	� ���	��	������ �	�
��� &�� �����>�� ��� ��&� G/7, 0;, 04H� ! ������	 � G0;, 04H
	���������	�� ��	�3	�� ���	����	� � ������	���� &���<	�
	 �����&���<	� �	������ �	���(���� �� ������ ����������
��	
��	�	, (������� ��������	 ��������
"���	����� ��	�3	�� &���<	� ������� ������� ��(��=�

���� 	�����(����	� ��� �����	(�3		 ���	��	������ �	����
�� ����� ���3	��	(	��������, �� 	 �����	� $ ?��	��������
���“ ���	��	����, � ��=� abc����������	� de�
*������ �� �&>	� ��������	(� ���	����	�, �&��(�������

�����	(�3	�� ������������� 
���3	��	�����	� �������� ���
��������	 ���	��	����, � ������������ ������ �� �����
�������� ��������	(� ���	����	� �� ������ ��)��#� ���	��
�	����

��� ������� %���� ����
��

! E� �	������ <	���� 	�����(�#�� ���3	��	(	�������� ���
�	��	��	 ��� ����	(�3		 ����	����	������ ����&��(����	�



)#%# ����2�� ��&�� ���&�� =3

	 �	������ �����	 C�	�� 0�-D� !�(���� (� ������ B� ���	��	�
��� C
������ �������D ��� �����	(�3		 ��������3������
��� ���	��	������ �	����, ������(�������� ��� ����	(�3		
�	��� ���	����	� 
���3	� &���<�� ��(������	�

���� 4�9: ?����� ���
�!� �����������
����!� 
"%�������, ��'��
��
��������� ��!����
� '����������.-�!� 
 ,����	��0��� ���'�������
��	�����%����!� 	�, ��������� �����!�
"� ��!����
  �I? / �����!�#
��'��
�� ��������
����0� I�? / ��'�������!�
"� ��������
����0�
�>; / ��������
� 
�������
����, ���������� '���" %���� 
 ����
��#
��
�� � ��������� �������� �� ��������&

,�	�� @�#��������� #������2 #��������"/ �" ��1
������'

)������	� ��	�3	� �������	� ���	��	������ �	����, ��
������ ���3	��	(	�������� ���	��	����, ��=��� 	( ������

���3	��	��� �� �	���� 	( s ������� C�	�� 0�/D� *� �����
���3	��	(	�������� ���	��	���� ���	�� ��B

	3	���� ���
�������� 
��� ��	
��	����	� ���	����� ����#�� ��(�����



=4 !�	�	 )# $��	���	2� ��������� � ���0��� �������� ��	�	���	�

� ���	����	� ���6#��3	� &������ ���������� 	�	 ���������
������� %����	 ��������	� � ������ 	�����(����	� �����	�
���� ��	
��	����	� ���	������

���� 4�3: �����������
���"� 
"%�������0� '����������.-�� � �������
s ��	���� m1, m2, . . . , ms  �� / 
"%�������0�"� �����&

 ��� (����� �	���� �������

m1, m2, . . . , mv,

������� ������ ����������# ������ /�2�  ����	� 	� �
�������	� �����

φ1, φ2, . . . , φv,

��������#>	� (�����	� 	������� ��(�����

Y = CRTv
i=1φi (mod mi).



)#%# ����2�� ��&�� ���&�� =5

)�(�&��� �	���� ������� m1, m2, . . . , mv �� t ����� �� s = v
t

��������

1︷ ︸︸ ︷
m1, m2, . . . , ms;

2︷ ︸︸ ︷
ms+1, ms+2, . . . , m2s;

���
t︷ ︸︸ ︷

mts−s, mts−s+1, . . . , mst .

! �������	� ������� ������� �������	� t ����� ������

1︷ ︸︸ ︷
φ1, φ2, . . . , φs;

2︷ ︸︸ ︷
φs+1, φs+2, . . . , φ2s;

���
t︷ ︸︸ ︷

φts−s, φts−s+1, . . . , φst .

'��	� �&��(��, ���	��	������ �	���� ��=� &�� ������
��� �� ������ t ���3	��	(	�������� ���	��	����, ��=��� 	(
������ 
���3	��	��� �� ������ s ������� C�	�� 0�/D� )�(����
� ���	����	� ���� ���3	��	(	�������� ���	��	���� ����&�
��(���� � ��(	3	����# ���	���# 
���� C(�����	� &������

���3	�D � ����>�# ��������� ���3	��	(	��������� ���	��	�
���, ��	��	��������� �� ����	(�3	# +	������ ������ �&
�������
!�=��� �������� ������ ���	��	������ �	���� ���

����� �����	� ������� ��������	(��, �&��(������� ��� ��
������ �����	(�3		 ���3	��	(	�������� ���	��	����, �� 	
�� ������ 
���3	��	�����	� ��=���� ���3	��	(	��������� ���
�	��	����



=< !�	�	 )# $��	���	2� ��������� � ���0��� �������� ��	�	���	�

���� 4�4: ���!�����������, �������  '��!����&� ����0��.-�, �����
��������, ������" ��	���� �� !��" ��	����  �� / �����������
��#
�"� 
"%�������0J �� / 
"%�������0�"� ������ �� �>; / ���������#
��
���"� 
"%�������0� ���������
���"� �� 
�������
����� ����������
'���" %���� 
 ����
����
�� � ��������� �������� �� ��������&



)#%# ����2�� ��&�� ���&�� ==

,�	�	 @�#��������� #��&�$)�� "/ )����'��� ���1
��������!  ����

"�� ��� ��&� ��� �������	� ���	��	������ �	���� 	��
����(����	�� ���3	��	(	�������� ���	��	��	, ������� ���
���� &� ����	������ ��	&�	=����� � ������� �����	�
���'������������	� �	
�������� 8K ��#�����, 
���3	��	���
#>	� � ���������� ��	
��	��, ��������	� ���	 �����	��
�����������	� ��(	3	����� 
���� �	��� ��=�� ���������	�
����	 ���3	��	(	�������� ���	��	���� (� ��� 	�����(����
�	� � �	� ��������� �������� �������������� ����'�����
����	 
���� �� #����� ������ ����'����������� C�	�� 0�8D�
 �	 B�� ���	����� �����&���� ����
����� ����� � ���	��
�	������ �	����, � ��=� �����=���� �%`��� �%���������� ���
������� ���3	��	(	��������� ���	��	��� C@! +'�D, ��	��	�
��������� �� �����������	� ��(	3	����� 
���� �	����
 �	���	� � ��=��� ������ ������ +	�����# ������ �&

������� ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
φ∗

1 = CRTs
i=1φi (mod mi),

φ∗
2 = CRT2s

i=s+1φi (mod mi),

���

φ∗
t = CRTv

i=ts−sφi (mod mi).

C0�2D

 �	 B�� ���	�, ��

φ∗
1 = |Y |m∗

1
, φ∗

2 = |Y |m∗
2
, . . . , φ∗

t = |Y |m∗
t
,

���

m∗
1 =

s∏
i=1

mi, m∗
2 =

2s∏
i=s+1

mi, . . . , m∗
t =

v∏
i=ts−s

mi.

 �B���
Y = CRTt

i=1φ
∗
i (mod m∗

i ).

'��	� �&��(��, ����� ���	����	� Y ��=� &�� ����������
�� � �������		 � �	�� 0�7� !��	�� ���	��	������ �	����,
���������� � �������		 � �	�� 0�7, ���������� �� �	�� 0�:�



=6 !�	�	 )# $��	���	2� ��������� � ���0��� �������� ��	�	���	�

���� 4�5: �����������
���"� 
"%�������0� '����������.-�� � �������
s ��	���� m1, m2, . . . , ms� ��	��1�-�� ��������
� 
�������
����, �����#
����� '���" %����  �� / 
"%�������0�"� ������ �>; / ��������
� 	�,

�������
����, ���������� '���" %���� 
 ����
����
�� � ��������� ���#
����� �� ��������&

 �	�3	� ��B������ �����������	� ��(	3	����� 
����
�	��� � �	������ �� ���������� ��	
��	�� 	(������ ��
�	<� ����	�����	 B�� ��	�3	� � �����	�� ��<�� (����	�

��� +��%������������ ���%������� �����

,�*�� �����&����"� &�(���)#� ��"� &�(�&��1
"� %��&"

)����������� ��<� ��	�3	� �����	(�3		 ��������3��������
���	��	������ �	���� ��&�� 	�����(����	� ��&��� ���3	�



)#'# �������&����	��� ����������� ����� =@

��������	�� �����	��	
��� ��������� &���������� �����'3
���45����� ���	��� �	�	�	����

⇓ ⇓
φ1, φ2, . . . , φs︸ ︷︷ ︸ . . . φts−s, φts−s+1, . . . , φst︸ ︷︷ ︸

⇓ ⇓
φ∗

1 = CRTs
i=1φi (mod mi)︸ ︷︷ ︸ . . . φ∗

t = FKLv
i=ts−sφi (mod mi)︸ ︷︷ ︸

⇓ ⇓
Y = CRTt

i=1φ
∗
i (mod m∗

i )

���� 4�<: ����� 
"%������, Y � ����0��.-�, ����� ��������, ������"
��	���� �� !��" ��	����

��	(	�������� ���	��	����, ��=��� 	( ������ 
���3	��	�
��� �� ?	��	�	���������“ ��&��� �������� A� �� ������ ���&�
��� *���	���, � �������� ������� ��&���� �����	� �����
������� �&��������	� (� ��� ��	�����	� ��&��� ��������	�
���3	��	(	�������� ���	��	�����
! �������>�� ������ B� �������	� ��(��=�� �&��	 ���

�� ��	�����	� ���3	������ ��	���� ��������	� ����������
�����3	� C�� ���	(�������� �����#D� ������ ���� ��<��	� ���
�	����� ��� ����	�� (� ��� ������	� ������	������ �������
��� 	 ����������� (��� 	 ��=�� �&���� �����	��� ���
�	����	� ��<��	��  �B��� ��	����� ���	��	������ �����
�� ���	(�������� �����# 3������&��(�� � �������, ����� 	���
��� �������� ��(��� ���	(���	������	, �� ��&���� �&���
���	� �����	� ����(���	 ����=���	 	 =	�����	 ���	��	�
������ �	�����
! ���		 ���������� ��	
��	�	 	(����� ���� ������	�

���	����	� ��� &���<	�	 ������	 � ���	����	�� ��� ���
�����	�	 ������	, ���������	��#>�� ���	���� C	�	 ����
��������D ���	�����	� ������, ���������� �� +	������ ���
���� �& ������ G2/H� A� ����, ��� ����	��, �����������
��� ������	������ ������� ��� �����<��	� �&6��� �&�	��
��� �����3	����� ������� 	 �� �����	� <	������ �������
������	��
������, � ��<�� ������ B� ���� ��	�&���� ���&�# 3��

�����&��(���� � �	�� ���&���	���	 �����	(�3		 ���	����	�



68 !�	�	 )# $��	���	2� ��������� � ���0��� �������� ��	�	���	�

���� 4�=: ���!�����������, �������  '��!����&� ����0��.-�, �����
��������, ������" ��	���� �� !��" ��	����  �� / �����������
���"�

"%�������0J �� / 
"%�������0�"� ������ �>; / ��������
� 	�, 
�����#
��
����, ���������� '���" %���� 
 ����
����
�� � ��������� ��������
�� ��������&



)#'# �������&����	��� ����������� ����� 67

� %���&�� �	������ �	���(����, ������ �� 	�����(�#�� �
�&����� �
���� ��	��=��	� ���������� ��	
���	 C3	
���
��� �&��&��� �	������D� ]���� ���, ��� &��� ����(��� �����,
&�������� �����	# �����3	� ��	
��	������� ����=��	�
��&����	� � ���	�	�� ���	����� �	������� �	���(��� ����
&�� ��>������� ��	=��� C	����� � �	�� �	������ �	���(��,
��������� ��� ����������	� �� ����� ��������, �� 	 ����
��=������ ��(������ ���	����	�, ������ ��	 �����3	��
����=��	� (���	����� �����<�# �����=������ ��(�����
�, ���������� ��	 ���=��		D�
 �	�3	� ��������������� ���	�����	� �����	� �� ��	���

�� �������������� ���	�����	� C�	�� 0�;D�

���� 4�6: ?�,������ ������ 	
�������%���!� ��	��,���!� ��	���
�#
��, %���� A� ����
����!� �� ��������� ��������� ������" �� ��������
 �	��0 φi = |A|mi

(i = 1, 2, . . . , v) / 
"%��" ��
�� ������� φ̃j, i = |A|m̃j

(j = 1, 2, . . . , l) / 
"%��" 
����� ������ ��	��,���!� ��	���
���,&

8����&� ,��
(���� ���	 ������ m1 < m2 < . . . < mv �����" 
��
gcd(mi, mj) (i �= j; i, j = 1, . . . , v)H

v∏
i=1

mi = m ≥ 2d,

#�� d , ����
����� ���������	� %����	� ����'�" � ����
)� ���	 ������ m̃1, m̃2, . . . , m̃l �����" 
�� gcd(m̃i, m̃j)
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(i �= j; i, j = 1, . . . , l; )"

l∏
i=1

m̃i > 2n(mv − 1), C0�-D

#�� n , ����
����� %����	� ��������	�� <�#�� ����������	
�����) %����	� ����'� ��)�� %	�� �������
�� ���������
��� ������� ��������	� ���� ��������
����� ���������C⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

φ̃1, 1 = µ̃1, 1(X) =

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ψ̃1, i, 1 xi1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
m̃1

,

φ̃1, 2 = µ̃1, 2(X) =

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ψ̃1, i, 2 xi1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
m̃2

,

���

φ̃1, l = µ̃1, l(X) =

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ψ̃1, i, l x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
m̃l

;⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

φ̃2, 1 = µ̃2, 1(X) =

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ψ̃2, i, 1 xi1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
m̃1

,

φ̃2, 2 = µ̃2, 2(X) =

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ψ̃2, i, 2 xi1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
m̃2

,

���

φ̃2, l = µ̃2, l(X) =

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ψ̃2, i, l x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
m̃l

;

���⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

φ̃v, 1 = µ̃v, 1(X) =

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ψ̃v, i, 1 xi1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
m̃1

,

φ̃v, 2 = µ̃v, 2(X) =

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ψ̃v, i, 2 xi1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
m̃2

,

���

φ̃v, l = µ̃v, l(X) =

∣∣∣∣2n−1∑
i=0

ψ̃v, i, l x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣
m̃l

.

C0�/D

#�� ψ̃k, i, l = |ψk, i|mj
H i = 0, 1, . . . , 2n − 1; k = 1, 2, . . . , v;
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j = 1, 2, . . . , lH ψk, i , ��F���'����	 ������������� �������
��
���� ����	" ��������� �� 6������ ������� �% ������
��� >E�*?�

��������������
 ��� ��� ��(���� ���	����	� ���	���� µk(X) $ ����
0 ≤ φk, 1 < mk� *� �������		 +	������ ������ �& ������
���� 0 ≤ φk, 1 < mk ��=� &�� ���������� �	����� ���

���� φ̃k, 1, φ̃k, 2, . . . , φ̃k, l �� �	���� ������� ������ �������
m̃1, m̃2, . . . , m̃l� A� ����������	� &��� ��	��������, ���	

l∏
i=1

m̃i ≥ mk (k = 1, 2, . . . , v). C0�0D

'���� �� ���, �������� ������ /�2 (������� �	���� &����
��� 
���3	� ��=� &�� ��	�������� �����&�� �����������
�	����� ������ φ1, φ2, . . . , φk, � �	���� ������

φ1 = (φ̃1, 1, φ̃1, 2, . . . , φ̃1, l);

φ2 = (φ̃2, 1, φ̃2, 2, . . . , φ̃2, l);
���
���

���
���

φv = (φ̃v, 1, φ̃v, 2, . . . , φ̃v, l)

��=� ��	�������� �&��(�� ��������� (������� �	����
&������ 
���3	��
 �	��� �� ��	���	� �, �� ����	������� ��(����, �����

������ ��	 ���	����		 ���	����

2n−1∑
i=0

ψi, k xi1
1 xi2

2 . . . xin
n ,

� ����� 0 ≤ ψi, k < mk �����

2n(mk − 1).

*�, �� ��� max(m1, m2, . . . , mv) = mv, � �����	� C0�0D ���=��
&�� (������� �� �����	� C0�-D� _��	 C0�-D ����������, � 	
����������	� C0�/D ��	��������

�
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�#�������� ,��
4������ ��������
����� ��������� >-�E? %���� ���	����
����������
��� ������������� ����� ������������� %��
���	� ����'�" ��������� �� 6������ ������� �% ������
����

%( C0�-D ������, �� ��	 	�����(����		 ���	������ ��	
���
	����	� ���	����� ���	�	�� �	������� �	���(���, �&�����	�
������ ����� ������# ����������� ���	�����	� ��=� &��
��=��������� \����<	� ��� ��=��, ���	 ��	����� +	���
���# ������ ����� &���� �����	� ������� 3�����	 ���	����
�	�� ������ B� ��(�� ��	(	 ���	(���	������� ���	����	��
?_���������“ ���� �����<��	� �	������� �	���(��� ���

��� �����	 ����������� ���	�����	� ������� ��	�����	�
	��	 ��������������� ���	�����	� � �����	� ���������

����� ����������

:�&&� ,��
(���� �����) %����	� ����'� >*�*? ����� �����	� �����
����
����� ��������� L(X) >*�0?� ���	 ������

m1 < m2 < . . . < mv

�����" 
�� gcd(mi, mj) (i �= j; i, j = 1, . . . , v)H

v∏
i=1

mi = m > Umax.

<��)� ���	 ������

m̃1, m̃2, . . . , m̃l

�����" 
�� gcd(m̃i, m̃j) (i �= j; i, j = 1, . . . , l; )"

l∏
i=1

m̃i > (n + 1)(mv − 1), C0�8D

#�� n , ����
����� %����	� ��������	�� <�#�� ����������	
�����) %����	� ����'� ��)�� %	�� �������
�� ���������



)#'# �������&����	��� ����������� ����� 65

��� ������� ��������	� ���� �����	� ��������
����� ���
�������C⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

φ̃1, 1 = λ̃1, 1(X) = |ω̃1, 0, 1 + ω̃1, 1, 1x1 + . . . + ω̃1, n, 1xn|m̃1
,

φ̃1, 2 = λ̃1, 2(X) = |ω̃1, 0, 2 + ω̃1, 1, 2x1 + . . . + ω̃1, n, 2xn|m̃2
,

���

φ̃1, l = λ̃1, l(X) = |ω̃1, 0, l + ω̃1, 1, lx1 + . . . + ω̃1, n, lxn|m̃l
;⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

φ̃2, 1 = λ̃2, 1(X) = |ω̃2, 0, 1 + ω̃2, 1, 1x1 + . . . + ω̃2, n, 1xn|m̃1
,

φ̃2, 2 = λ̃2, 2(X) = |ω̃2, 0, 2 + ω̃2, 1, 2x1 + . . . + ω̃2, n, 2xn|m̃2
,

���

φ̃2, l = λ̃2, l(X) = |ω̃2, 0, l + ω̃2, 1, lx1 + . . . + ω̃2, n, lxn|m̃l
;

���⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
φ̃v, 1 = λ̃v, 1(X) = |ω̃v, 0, 1 + ω̃v, 1, 1x1 + . . . + ω̃v, n, 1xn|m̃1

,

φ̃v, 2 = λ̃v, 2(X) = |ω̃v, 0, 2 + ω̃v, 1, 2x1 + . . . + ω̃v, n, 2xn|m̃2
,

���

φ̃v, l = λ̃v, l(X) = |ω̃v, 0, l + ω̃v, 1, lx1 + . . . + ω̃v, n, lxn|m̃l
.

C0�7D

#�� ω̃k, i, l = |ωk, i|mj
H

i = 0, 1, . . . , 2n − 1; k = 1, 2, . . . , v; j = 1, 2, . . . , l; ωk, i , ��F��
��'����	 ������ ������������� ��������
���� ����	"
��������� �� 6������ ������� �% �������� >E�/?�

��������������
_��	 �����	� C0�0D ���������, � �� �������		 ��������	���	
����� /�2 �	���� ������

φ1 = (φ̃1, 1, φ̃1, 2, . . . , φ̃1, l);

φ2 = (φ̃2, 1, φ̃2, 2, . . . , φ̃2, l);
���
���

���
���

φv = (φ̃v, 1, φ̃v, 2, . . . , φ̃v, l)

��	�������� ����	������� ��(����, ���������� ��	 ���	��
���		 �	������� ���	����

ω̃0, k + ω̃1, kx1 + . . . + ω̃n, kxn
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�����
(n + 1)(mk − 1).

'�� ��� �����	� C0�8D ���������, � ����� 0�2 ��������	���
�

�#�������� ,�	
4������ ��������
����� ��������� >-�/? %���� ���	����
����������
��� ������ ������������� ����� ���������
����� %����	� ����'�" ��������� �� 6������ ������� �%
���������

?�������� ,��

Y = CRTv
i=1φi (mod mi),

#��

φ1 =
∣∣∣φ̃1

∣∣∣
m1

, φ2 =
∣∣∣φ̃2

∣∣∣
m2

, . . . , φv =
∣∣∣φ̃v

∣∣∣
mv

;

φ̃1 = CRTl
i=1φ̃1, i (mod m̃i),

φ̃2 = CRTl
i=1φ̃2, i (mod m̃i),

���

φ̃v = CRTl
i=1φ̃v, i (mod m̃i).

?�������� ,�	

Y =
∣∣∣φ̃1B1 + φ̃2B2 + . . . + φ̃vBv

∣∣∣
m

,

#�� Bk (k = 1, 2, . . . v) , ����#������	� %����	 �� �	��)����
>E�0?�

?�������� ,�*
 � >-�+? >-�.? �������" 
�� ��������� �	
������� ���������
����	 ������#� �������� ����� ������� >-�/? �

2n

n + 1
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��� ����&� �� ��������3 � ����������� �	
������� ��������
�� ����	 �������� ����� ������� >-�E?� (�F���� ��������
��� ��������� ����	 ������#� �������� %���� '������%����
���

4�&� ��� ,��
 ������������ � ������� -�E�+ � ����� -�* ����� ������	
������ m̃1, m̃2, . . . , m̃l ��������� ��� �����
���� ��������
'�� ������������ �������� �� ��������	� ���'������������
�	� �	
���������

,�*�	 ��A2����"� &�(���)#� ��"� &�(�&��"�
%��&"

@�>�������	� ���	���	������ ���������� �������������
�� 
��� ��� �������	� ��� �������	� ��������������
����	����	������ ����&��(����	��

:�&&� ,�	
��� d��	����� %����� ����'�� f(X) ����������� ���� ����
��
�	� ����%��������C⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Ψ̃1, 1 = A2nΦ̃1, 1 (mod m̃1),

Ψ̃1, 2 = A2nΦ̃1, 2 (mod m̃2),
���
Ψ̃1, l = A2nΦ̃1, l (mod m̃l);⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Ψ̃1, 1 = A2nΦ̃1, 1 (mod m̃1),

Ψ̃1, 2 = A2nΦ̃1, 2 (mod m̃2),
���
Ψ̃1, l = A2nΦ̃1, l (mod m̃l);

���⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Ψ̃1, 1 = A2nΦ̃1, 1 (mod m̃1),

Ψ̃1, 2 = A2nΦ̃1, 2 (mod m̃2),
���
Ψ̃1, l = A2nΦ̃1, l (mod m̃l)

C0�:D
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>������ ����%���������?H⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Φ̃1, 1 = A−1

2n Ψ̃1, 1 (mod m̃1),

Φ̃1, 2 = A−1
2n Ψ̃1, 2 (mod m̃2),

���
Φ̃1, l = A−1

2n Ψ̃1, l (mod m̃l);⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Φ̃1, 1 = A−1

2n Ψ̃1, 1 (mod m̃1),

Φ̃1, 2 = A−1
2n Ψ̃1, 2 (mod m̃2),

���
Φ̃1, l = A−1

2n Ψ̃1, l (mod m̃l);
���⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Φ̃1, 1 = A−1
2n Ψ̃1, 1 (mod m̃1),

Φ̃1, 2 = A−1
2n Ψ̃1, 2 (mod m̃2),

���
Φ̃1, l = A−1

2n Ψ̃1, l (mod m̃l)

C0�;D

>�%������ ����%���������?"

#�� A2n � A−1
2n , �������������� �����'	 �����#� � �������

��#� ��������
����#� ����%���������H

Φ̃k, j =
[
φ̃0, k, j, φ̃1, k, j, . . . , φ̃2n−1, k, j

]T

;

Ψ̃k =
[
ψ̃k, 0, j, ψ̃k, 1, j, . . . , ψ̃k, 2n−1, j

]T

;

φ̃i, k, j =
∣∣∣φ(i)

k

∣∣∣
m̃j

;

φ
(i)
k = |Y (i)|mk

;

i = 0, 1, . . . , 2n − 1;

k = 1, . . . , v;

j = 1, . . . , l.

@ � � � � � � � 	 � � �  � ����� 	 C0�:D 	 C0�;D ������ 2D
	( �(�	������(������	 ���(	 ���	���� C2�2.D 	 C2�22D 	 ���
�	���	������ C2�/D 
��� ����������	� &������ 
���3	� G:2H
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	 -D 	( ����(������� ��������	���	 ���	���	������ 
����
����������	� C0�/D�

�

�#�������� ,�*
4�����	 �����
�	� ����%�������� >-�0? � >-�1? %���� ���
�	���� ���`3������	�� ����������
��	�� ���#�����	��
����%�����������" ��������	�� �� 6������ ������� �%
�������� ��� ����������
��	�� �<;(" ��������	�� �� 6��
����� ������� �% �������� >����������
��	�� �<;(
6<K?�

 �	��� ���	��	������ �	����, ���������� �� 	�����(����
�		 ������ 	 ����� 0�2, ���������� �� �	�� 0�4
'��	� �&��(��, ���� ��	�����	� �������������� ����

�������� ��	
��	������	����	� 
��� ��(����� (���	�����
�����	� ����������� ���	��	������ �	���� C� ��� ����
	� �� �� ��	������� ���3	��	(	�������� ���	��	����D�

��� *�	���

� )��������� ��	�3	�� �������	� ���#����'������	� �	�

���������	� ������, �&�����	��#>	� 	����	���# ����
�	(�3	# ���	����	� 
���3	� &���<�� ��(������	 � %����
&�� 
�����	� �����������

�  �	�3	� %���&�� ������ �&�����	��� ����������� ���
�	������ ����	(�3		 �� ������ ���	���� ��	���������� 	
���3	��	(	�������� �	������3������� 	 /-$70�� ��(����
��� `qR�������	��� db�

�  �	�3	� #���� ������ ��(����� (���������� ��� ���
�����	� ������������ ���	��	������ �	���� ���3	��	�
(	�������� ������������ ���	��	��	, 	���	���� ���3	�
��	(	�������� ���	��	����, ��	�������� � E� �	����
��� ��� ����	(�3		 'F �  �	 B�� ���	����� �	����
������� ������������, �&�����	������ ������������ ���
���	(�3	�� ������������ ���3	��	(	�������� ���	��	��
����



@8 !�	�	 )# $��	���	2� ��������� � ���0��� �������� ��	�	���	�

���� 4�@: ���!�����������, �������  '��!����&� ����0��.-�, 	
�����#
��%��"� ���!�����"� '���"� ����
���"� �� ��������� ������� �� �����#
���  �� / �����������
���"� 
"%�������0J �� / 
"%�������0�"� ��#
���� �>; / ��������
� 	�, 
�������
����, ���������� '���" %���� 

����
����
�� � ��������� �������� �� ��������� �	��0 �
��	�%�� ∗ ����%����
%�� $�� ��������
� ��1�� �"�0 ��	����� '������� ��
�	���, �����0����
��������
���, φ̃i � ��	��. miJ 	
� �
��	�%�� ∗∗ ����%�.�� %�� 
"��	���
��������
����0 ��1�� �%��"
��0 �� ��������� 
"+���������� '������
��
�	���, � ��	��.&
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�  �����=��� ������������	� 	 ���`3������	� ������
������ �������������� ��	
��	������	����	� 
�����
��	 ����	(�# ��	�3	� &���<	� ������� � �&�������	�
�� ������������� �������� ���	����	� ?����	“ �������
 �	 B�� ��� 	 ��	 	�����(����		 ��	�3	�� ����� �������
��� �������	� ��������3�������� �	���� ��	����#��
������������ ���3	��	(	�������� ���	��	��	, �&�����	�
���, �� �����, ���(������� �����	� ������� ��������	(�
��� ������ � ��	�	� � ��	�3	�� ����� ������� ���	���
��� &���� ������� ����������� �&��������	� (� ��� ��	�
�����	� 	���	���� ���3	��	(	�������� ���	��	�����



����� �

����"���� ��
���	��!
��	� �� k#������$ �����

���
�� ��
,-��� ����-���. ���'����%����� ��!��� �� '���" � '������
���!����%��� ��!���� ;�-�, ����� �!��1���, '������ ��!���" ��!���

 ���������0��� ���0�� ������,���,� ;	���� �� $��� 
�������� ����#
'���� ������, ������� 
 ���� %�� ��$''������" �������%�"� �������

����0 ��!�� �"�0 ��������0�"�� %������� ��� ��	�� ������� 	���� $���
'��� ������	��� �%��"
��0 �� 
"���� ��	���� ��	��,���!� ��	���
��#
��, '��� � '������ ���!����%��� ��!���" ��!����

#�� ��
������
,��" ���������� k��������

�%���

 �� �����(������ f (k)(X) 
���3	�� ����&�� ���	�	 C��5D
n ���������� X = x1, x2, . . . , xn &���� ���	��� ���	�����#

���3	#, (������# �� ���=���� {0, 1, . . . , k − 1} , (�����	�
��������� ������ ��	�����=� B��� =� ���=����, ��� k $
(������� ��5�
F	��� �����(��=��� ��5 ����� kkn

�
+�� 	(�����, �#&�# �����(�����# ��5 ��=�� �������	�

� �	�� ��	
��	������� ���	���� G8;H�

P (k)(X) =
kn−1∑
i=0

p
(k)
i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n , C8�2D

�Y	����	�� �	

�� ��	�� ������� ������	���
� � ���������	
�E � +�,M& �PN.#
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k6*�����	 �	�	�	���	︷ ︸︸ ︷
X = x1, x2, . . . , xn

k6*������ /�-︷ ︸︸ ︷
f (k)(X)

⇓ ⇓
�����	��	
��� �������︷ ︸︸ ︷

P (k)(X) =
kn−1∑
i=0

p
(k)
i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

⇓
���������� �	� R

⇓
����	��	 /�-︷ ︸︸ ︷
y(k) = f (k)(X)

���� 5�7: ����� 
"%������, ����
��0��� k#���%��� C�( ��	 R

��� p
(k)
i $ ��B

	3	��� � , ��	�, �� p

(k)
i ∈ R CR $ ����

=���� ��3	�������� �	���D� X = x1, x2, . . . , xn $ ��������
��5 xu ∈ {0, 1, . . . , k − 1} (u = 1, 2, . . . , n)� (i1 i2 . . . in)k $
����������	� �������� i � k�	���� �	���� ��	����	��

(i1 i2 . . . in)k =
n∑

u=1

iuk
n−u (iu ∈ {0, 1, . . . , k − 1});

xiu
u =

{
xu, iu �= 0,
1, iu = 0.

'�� =� ��� 	 � ������ ���	����	� &������ 
���3	� ��� k�
(������ ��5 ��=�� �����	� ��� ����� ���	����	� �������
���� ��	
��	����	� ���	����� C�	�� 8�2 	 8�-D� ! ��	�	� �
����, ������������� �� �	�� 2�2 	 2�-, ���	����	� ���	(���	��
��� ���=����� ��3	�������� �	��� R�
������	��� ���	���� ���	�� � k�	���� ���	�� ���� &��

���������� ����&��	����	� 	 ���	���� ����� �������	�
��	
��	������� ���	���� C8�2D G8;H�
 ����� 	 �&����� ���	���� ����&��(����	� C5" � $ �

�������<�� k�5" �D ����������� ����������� ����=��	�
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&

k6*�����	 �	�	�	���	︷ ︸︸ ︷
X = x1, x2, . . . , xn

��������	��︷ ︸︸ ︷
p
(k)
0 , p

(k)
1 , . . . , p

(k)
kn−1⇓ ⇓

���������� 	����������
��� �������	 P (k)(X) �	� R
⇓

����	��	 /�-︷ ︸︸ ︷
y(k) = f (k)(X)

���� 5�9: ����� 
"%������, ��	����� k#���%��� C�( ��	 R

��	

P(k) = N−1
k KknS, C8�-D

S = K−1
kn P(k), C8�/D

��� Nk $ ������	(�#>	� ���=	���� Kkn 	 K−1
kn $ ������

������ ���	3� ������� 	 	��������� ��	
��	������� ����
�&��(����	� ��(������	 kn × kn C&�(	� ����&��(����	�D� S $
����� 	�	����	 k�(������ ��5�

S =
[
S(0)S(1) . . . S(kn−1)

]T
,

��� S(i) $ �	������ (�����	�, ��	�	������ k�(������ ��5 ��
i�� ��&��� ����������� ����� ��B

	3	���� C�����D ��	
�
��	������� ���	���� C8�2D�

P(k) =
[
p

(k)
0 p

(k)
1 . . . p

(k)
kn−1

]
.

���	3� Kkn 	 K−1
kn ��� 	 &�(	� ����&��(����	� ���	���� ���

�	�	 ����������� ������������	� ��(�����	�� � �������

Kkn =
n⊗

j=1

Kk; K−1
kn =

n⊗
j=1

K−1
k ,

��� Kk 	 K−1
k $ &�(���� ���	3� ������� 	 �&������ ����&���

(����	� C��� �&�� 8�2 $ ��� k = 2 . . . 6D�
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>������ 5�7:

k Kk K−1
k

9
[

1 0

−1 1

] [
1 0

1 1

]
3

⎡⎣ 2 0 0

−3 4 −1

1 −2 1

⎤⎦ ⎡⎣ 1 0 0

1 1 1

1 2 4

⎤⎦
4

⎡⎢⎢⎣
6 0 0 0

−11 18 −9 2

6 −15 12 −3

−1 3 −3 1

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

1 0 0 0

1 1 1 1

1 2 4 8

1 3 9 27

⎤⎥⎥⎦

5

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
24 0 0 0 0

−50 96 −72 32 −6

35 −104 114 −56 11

−10 36 −48 28 −6

1 −4 6 −4 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0

1 1 1 1 1

1 2 4 8 16

1 3 9 27 81

1 4 16 64 256

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

<

⎡⎢⎢⎣
120 0 0 0 0 0

−274 660 −600 400 −150 24

225 −770 1070 −780 305 −20

−85 355 −590 490 −205 35

15 −70 130 −120 55 −10

−1 5 −10 10 −5 1

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1

1 2 4 8 16 32

1 3 9 27 81 243

1 4 16 64 256 1024

1 5 25 125 625 3125

⎤⎥⎥⎦

���&�� ���
(���� k = 3 � ������ ���������	� ���
��� G�� ��� n = 2

����� ���C S = [2 0 2 1 1 1 0 1 2]T � <�#�� ������ ����%�������
��� >.�/? ������ ���C

P(3) =
1

4
K32S =

=
1

4

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
4 0 0 0 0 0 0 0 0

−6 8 −2 0 0 0 0 0 0
2 −4 2 0 0 0 0 0 0

−6 0 0 8 0 0 −2 0 0
9 −12 3 −12 16 −4 3 −4 1

−3 6 −3 4 −8 4 −1 2 −1
2 0 0 −4 0 0 2 0 0

−3 4 −1 6 −8 2 −3 4 −1
1 −2 1 −2 4 −2 1 −2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2
0
2
1
1
1
0
1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =



@< !�	�	 ,# $���4���� ���&� ���� ���� �	 k3��	��&� ����
&

=
1

4

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
8

−16
8

−4
22

−12
0

−6
4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
x2

x2
2

x1
x1x2

x1x
2
2

x2
1

x2
1x2

x2
1x

2
2

.

<���� �%����� �� ��������� >.�*? ��#�%���
����� ����� %����
����� ���C

P (3)(X) =
1

4
(8 − 16x2 + 8x2

2 − 4x1 + 22x1x2 − 12x1x
2
2 +

+ 0x2
1 − 6x2

1x2 + 4x2
1x

2
2) =

= 2 − 4x2 + 2x2
2 − x1 +

11

2
x1x2 − 3x1x

2
2 −

− 3

2
x2

1x2 + x2
1x

2
2.

!�������" ����� x1 = 1" x2 = 2" ��#�� ���
���� G�� �����
������� ���C

P (3)(X) =
1

4
(8 − 16 · 2 + 8 · 22 − 4 · 1 + 22 · 1 · 2 − 12 · 1 · 22 −

− 6 · 12 · 2 + 4 · 12 · 22) =
1

4
4 = 1.

K%������ ����%��������� >.�0? %���� ����� ���C

S = K−1
32 P(3) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 2 4 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 4 1 2 4 1 2 4
1 0 0 2 0 0 4 0 0
1 1 1 2 2 2 4 4 4
1 2 4 2 4 8 4 8 16

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2

−4
2

−1
11
2−3
0

− 3
2
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x2

x2
2

x1
x1x2

x1x
2
2

x2
1

x2
1x2

x2
1x

2
2

=
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=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2
0
2
1
1
1
0
1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

*�������� ����������	� C8�2D ������� ��(��=���� ��	�

��	� ��B

	3	����	 p
(k)
i (i = 0, 1, . . . , kn − 1) ��� ����	3��

������, �� 	 ��	3������� (�����	�, �� ��&�� ����	���	�
�	������� �	���(��� �� �������	# � 	�����(����	�� ����	3��
������ ��B

	3	����, � 	� �&���#��� (�����	� 	, �� &����
�&���#��� (�����	� �����=������ ��(������ ���	����	�
C8�2D, ���� ���������� �����<�� (�����	� k�
%(����� ����������	� �����(������ ��5 � ����>�# ���

�	������� ���	���� G0H�

F (k)(X) =

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

f
(k)
i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
k

, C8�0D

��� f
(k)
i $ ��B

	3	���, ��	� �� f

(k)
i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}�

xiu
u =

{
xu, iu �= 0,
1, iu = 0.

*�������� C8�0D ������� ���&���	���� ��������	� ���
�	����	� �� ?=����“ (�������� �����# k Ck $ ������� 
����D,
�&�(������ �������#>��� �� (�������# ��5, �� �� �&�����
�	��� ��&����# ���&��� ��&��� ������ ���	����	� ��5�

#�� +���
"���� ����� k�������� 
�%���

8����&� ���
(���� m ≥ k" #�� k , ���
����� ��#��� � m , �������" ���
#�� ������������ G�� ��)�� %	�� ������������ ���������

����� ���������C

µ(k)(X) =

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

ρi x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣∣
m

, C8�8D



@6 !�	�	 ,# $���4���� ���&� ���� ���� �	 k3��	��&� ����
&

#�� ρi, h
iu
u ∈ ZmH

xiu
u =

{
xu, iu �= 0,
1, iu = 0.

�������������� ������ 8�2 ���	�� ������	��� ����(�����
��� ������ -�2�

4�&� ��� ���
��������
����� �������	 >.�*? � >.�.? ������	 ����&�����

ρi = |p(k)
i |m�

�#�������� ���
�	��)���� >.�.? %���� ���	���� �������������� G��
k����
�� ��#��� �� ������ ��������� ����	 ���������

����#� ���������

 �	�		���� �����	� C�	�� 8�/D �������	� C8�8D, ������
����	 	( ���� <���� 	 (���#����� � 2D ���	����		 ��	
�
��	������� ���	���� C8�2D 	 -D ���������		 ��	
��	�������
���	���� C8�8D �� �������		 (������	� 8�2�

 �� ! p
(k)
0 p

(k)
1 . . . p

(k)
kn−1

⇓ ⇓ ⇓
 �� " ρ0 = |p(k)

0 |m ρ1 = |p(k)
1 |m . . . ρkn−1 = |p(k)

kn−1|m

���� 5�3: ?�,�����, � 
������� ��������, ��!������ ���%���,  5�5& ��
����
���� ����%���, 5�7

+ C8�8D ��������	�� ������	� -�2 	 -�-�
�������� ����� ���	����	� k�(������ ��5 ���������� ���

�������� 
���� ��	
��	������� ���	���� ����������� ��
�	�� 8�0 	 8�8, 	( ������ ������, �� ���	����	� 	( ���� ���
3	�������� �	��� R ���������� � ������ ���� PG(m) 3����
�	����
 ��������� ��(���� ��=�� �������� ����������	�����

�� �����#>	� ��	������
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� @@

k6*�����	 �	�	�	���	︷ ︸︸ ︷
X = x1, x2, . . . , xn

k6*������ /�-︷ ︸︸ ︷
f (k)(X)

⇓ ⇓
7��������� ����� �����	��	
���� ��������︷ ︸︸ ︷

µ(k)(X) =

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

ρi xi1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣∣
m⇓

���������� �	� PG(m)
⇓

����	��	 /�-︷ ︸︸ ︷
y(k) = f (k)(X)

���� 5�4: ����� 
"%������, ����
��0��� k#���%��� C�( ��	 PG(m)

���&�� ��	
�	%���� ���
���� k = 2, 3, 4 � n = 2� K�������� ������ m = 5"
����
��� ������#� ������������� ���� �	%����	� ���
�����
k >�� ���� m ≥ k?�  ��������� �������	 >.�*? � >.�.? ���
������������� �����3=�� F���������	� G��C

x = (k − 1) − x , ��������H
x̂ = |x + 1|k , '����
����� ����'���� >x = x ⊕ 1" ��� k = 2?H
x1 ∨ x2 = max(x1, x2) , ���`3��'��H
x1 ∧ x2 = min(x1, x2) , ���`3��'��H
|x1 + x2|k , ���)���� �� �����3 k >x1 ⊕ x2" ��� k = 2?H
|x1x2|k , ����)���� �� �����3 k >x1 ∧ x2" ��� k = 2?H
x1 ↑ x2 = |(x1 ∨x2)+1|k , ����'�� ��%%� >x1 ∨ x2 = (x1 ∨x2)⊕1
, $������� (����“" ��� k = 2?H
x1 ↓ x2 = x1 ∧ x2 , $&���� 9������“" ��� k = 2�

5��������	 ������������� >.�*? � >.�.? ��� k = 2, 3, 4 �����
�������	 �������������� � ��%�� .�+,.�-�

"�� �������	� ��	�3	�� ����&��(����	� ����������	�
��5 	( C8�2D � C8�8D �������	� �����#>	� ��	����
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&

k6*�����	 �	�	�	���	︷ ︸︸ ︷
X = x1, x2, . . . , xn

��������	��︷ ︸︸ ︷
ρ0, ρ1, . . . , ρkn−1⇓ ⇓

���������� 	����������
��� �������	 µ(k)(X) �	� PG(m)
⇓

����	��	 /�-︷ ︸︸ ︷
y(k) = f (k)(X)

���� 5�5: ����� 
"%������, ��	����� k#���%��� C�( ��	 PG(m)

>������ 5�9:

f(X) P (X) µ(X) �� m = 5

xi 1 − xi |1 + 4xi|5
x1 ∧ x2 x1x2 |x1x2|5
x1 ∨ x2 x1 + x2 − x1x2 |x1 + x2 + 4x1x2|5
x1 ⊕ x2 x1 + x2 − 2x1x2 |x1 + x2 + 3x1x2|5
x1 ↓ x2 1 − x1x2 |1 + 4x1x2|5
x1 ↑ x2 1 − x1 − x2 + x1x2 |1 + 4x1 + 4x2 + x1x2|5

���&�� ��*
(�� k = 3 ����
��� ���������3 ����� ��������
����#� ���
������ >.�.? �� ������ �����#� ��������
����#� �������� ����
>.�*? G�� |x1 + x2|k ��� �����������#� m � m = 5 >��%�� .�E?C

|x1 + x2|3 =

=
∣∣x1 + x2 + |21|4ϕ(m)−1|m|mx1x2 +

(
m − |15|4ϕ(m)−1|m|m

)
x1x

2
2+

+
(
m − |15|4ϕ(m)−1|m|m

)
x2

1x2 + |9|4ϕ(m)−1|m|mx2
1x

2
2

∣∣
m

=

=
∣∣x1 + x2 + 4x1x2 + x2

1x
2
2

∣∣
5
.

#�� ϕ(m) , ����'�� _���� @+.B�
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>������ 5�3:

f(X) P (X) µ(X) �� m = 5

xi 2 − xi |2 + 4xi|5
x̂i 1 + 5xi/2 − 3x2

i /2
∣∣1 + x2

i

∣∣
5

x1 ∧ x2 5x1x2/2 − x1x
2
2 − x2

1x2 + x2
1x

2
2/2

∣∣4x1x
2
2 + 4x2

1x2 + 3x2
1x

2
2

∣∣
5

|x1 + x2|3 x1 + x2 + 21x1x2/4 − 15x1x
2
2/4− ∣∣x1 + x2 + 4x1x2 + x2

1x
2
2

∣∣
5

−15x2
1x2/4 + 9x2

1x
2
2/4

|x1x2|3 x1x2/4 + 3x1x
2
2/4+

∣∣4x1x2 + 2x1x
2
2+

+3x2
1x2/4 − 3x2

1x
2
2/4 +2x2

1x2 + 3x2
1x

2
2

∣∣
5

x1 ↑ x2 1 + 5x2/2 − 3x2
2/2 + 5x1/2− ∣∣1 + x2

2 + 2x1x2 + 4x1x
2
2+

−7x1x2/4 + x1x
2
2/4 − 3x2

1/2+ +x2
1 + 4x2

1x2 + 4x2
1x

2
2

∣∣
5

+x2
1x2/4 + x2

1x
2
2/4

���&�� ��,
(�� k = 3 ����
��� ���������3 ����� ��������
����#� ���
������ �� ������� .�+ ��� �����������#� m � m = 5C

µ(3)(X) =

∣∣∣∣2 − 4x2 + 2x2
2 − x1 +

11

2
x1x2 − 3x1x

2
2−

−3

2
x2

1x2 + x2
1x

2
2

∣∣
m

=

=
∣∣2 + (m − |4|m) x2 + 2x2

2 + (m − 1)x1+

+|11|m2ϕ(m)−1x1x2+

+(m − 3)x1x
2
2 + (m − 3)2ϕ(m)−1x2

1x2 + x2
1x

2
2

∣∣
m

=

=
∣∣2 + x2 + 2x2

2 + 4x1 + 3x1x2 + 2x1x
2
2 + x2

1x2 + x2
1x

2
2

∣∣
5
.
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>������ 5�4:

f(X) P (X) µ(X) �� m = 5

xi 3 − xi |3 + 4xi|5
x̂i 1 − xi/3 + 2x2

i − 2x3
i /3

∣∣1 + 3xi + 2x2
i + x3

i

∣∣
5

x1 ∧ x2 29x1x2/6 − 15x1x
2
2/4− ∣∣4x1x2 + 2x1x

3
2+

−15x2
1x2/4 + 3x1x

3
2/4+ +2x3

1x2 + x2
1x

2
2+

+3x3
1x2/4 + 7x2

1x
2
2/2− +3x2

1x
3
2 + 3x3

1x
2
2 + x3

1x
3
2

∣∣
5

−3x2
1x

3
2/4 − 3x3

1x
2
2/4 + x3

1x
3
2/6

|x1 + x2|4 x1 + x2 − 121x1x2/9+
∣∣x1 + x2 + x1x2 + 3x1x

2
2+

+49x1x
2
2/3 + 49x2

1x2/3− +3x2
1x2 + 3x3

1x2 + 3x1x
3
2+

−38x3
1x2/9 − 38x1x

3
2/9− +x2

1x
2
2 + 3x2

1x
3
2 + 3x3

1x
2
2

∣∣
5

−19x2
1x

2
2 + 14x2

1x
3
2/3+

+14x3
1x

2
2/3 − 10x3

1x
3
2/9

x1 ↑ x2 1 − x2/3 + 2x2
2 − 2x3

2/3− ∣∣1 + 3x2 + 2x2
2 + x3

2+

−x1/3 − 79x1x2/18+ +3x1 + 2x1x2 + x1x
2
2+

+37x1x
2
2/12 − 19x1x

3
2/36+ +x1x

3
2 + 2x2

1 + x2
1x2+

+2x2
1 + 37x2

1x2/12− +x3
1 + x3

1x2 + 3x3
1x

3
1

∣∣
5

−15x2
1x

2
2/6 + 5x2

1x
3
2/12−

−2x3
1/3 − 19x3

1x2/36+

+5x3
1x

2
2/12 − x3

1x
3
2/18

#�� &������������
�	�� ��������	���" ��
k�������� 
�%���

!����� ����	� ����������� &�(	�� 5'F �� k�(������ ���	�
�� C� �������<�� k�5'F D� �&�(���	� ��� ∆k 	 ∆−1

k ������
������ &�(���� ���	3� ��(������	 k×k ������� 	 �&�����
�� k�5'F �  �	���, ���	 �&�(���	� B������ &�(���� ���	3

k�5" � Kk 	 K−1
k ����������� ��� kij 	 k

(−1)
ij , � B������
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>������ 5�5: ���%���"� ∆k � ∆−1
k �� m = 5

k ∆k ∆−1
k

9
[

1 0
4 1

] [
1 0
1 1

]
3

[
2 0 0
2 4 4
1 3 1

] [
1 0 0
1 1 1
1 2 4

]
4

⎡⎣ 1 0 0 0
4 3 1 2
1 0 2 2
4 3 2 1

⎤⎦ ⎡⎣ 1 0 0 0
1 1 1 1
1 2 4 3
1 3 4 2

⎤⎦
5

⎡⎢⎣
4 0 0 0 0
0 1 3 2 4
0 −1 4 4 1
0 1 2 3 4
1 1 1 1 1

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣

1 0 0 0 0
1 1 1 1 1
1 2 4 3 1
1 3 4 2 1
1 4 1 4 1

⎤⎥⎦

δij 	 δ
(−1)
ij ���	3∆k 	∆−1

k �&��(�#�� 	( B������� ���	3 Kk

	K−1
k ����������� ��� δij = |kij|m 	 δ

(−1)
ij =

∣∣∣k(−1)
ij

∣∣∣
m
� '���� ���

�������� &�(	� k�5'F $ ���	3� ∆kn 	 ∆−1
kn $ ����������

������������	� ��(�����	�� � �������

∆kn =
n⊗

j=1

∆k (mod m);

∆−1
kn =

n⊗
j=1

∆−1
k (mod m),

��� (��	�� mod m �(�����, �� ��� ��	
��	����	� �����3		 �
B�������	 ���	3 �������#�� �� �����# m�

���&�� ���
J������ ���
���� ������ m = 5 � m = 7� <�#�� %����	� ����
��'	 ∆k � ∆−1

k ��� �����
�	� ���
��� k %���� ����� ���"
������������	 � ��%�� .�. � .�/�

8����&� ��	
7��� ��� G�� ������ ���� �����
�	� ����%�������� >��(G?
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>������ 5�<: ���%���"� ∆k � ∆−1
k �� m = 7

k ∆k ∆−1
k

9
[

1 0
6 1

] [
1 0
1 1

]
3

[
2 0 0
4 4 6
1 5 1

] [
1 0 0
1 1 1
1 2 4

]
4

⎡⎣ 6 0 0 0
3 4 5 2
6 6 5 4
6 3 4 1

⎤⎦ ⎡⎣ 1 0 0 0
1 1 1 1
1 2 4 1
1 3 2 6

⎤⎦
5

⎡⎢⎣
3 0 0 0 0
6 5 5 4 1
0 1 2 0 4
4 1 1 0 1
1 3 1 3 1

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣

1 0 0 0 0
1 1 1 1 1
1 2 4 1 2
1 3 2 6 4
1 4 2 1 4

⎤⎥⎦
<

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 0 0 0
6 2 2 1 4 3
1 0 6 4 4 1
6 5 5 0 5 0
1 0 4 6 6 4
6 5 4 3 2 1

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
1 2 4 1 2 4
1 3 2 6 4 5
1 4 2 1 4 2
1 5 3 6 2 3

⎤⎥⎥⎦

>.�/? � >.�0? � m ≥ k >m , �������?" �� ����������	 ����%���
�������C

Ψ(k) = Rk∆knS (mod m), C8�7D

S = ∆−1
kn Ψ(k) (mod m), C8�:D

#�� Rk =
∣∣ 1
N

∣∣
m
, ���������� ����� ���������3=�#� ���)��

����H ∆kn � ∆−1
kn , �������������� ���������� ����� ����

��' �����#� � ��������#� ��������
����#� ����%��������� ����
�������� kn × kn >%���� ����%���������?H S , ������ ������
����� k����
�� G���

��������������
"�� ����(������� ������ 8�- ���&���	�� ����� �(�	�����
��(������� ���(	 ��=�� ���	���� C2�2.D, C2�22D 	 ���	���	�
������ C2�/D 
�����	 ����������	� �	���� &������ 
���3	�
G:2H� '���� ��������	���� C-�;D 	 C-�4D ������ 	( ��������	�
���	 C-�2D�
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�#�������� ��	
(��� ����%�������� >+�1? � >+�2? %���� �������������� ���
�	���� ��������� ����� �����#� � �%�����#� �����
��#�
��������
����#� ����%��������� ��� �<;( �� k����
�� ���
#��� >k��<;(?�

���&�� ��3
(��������������� ���������� 3��<;( � ��������" ���������
����	� � ������� .�*� �	%���� ������ m = 5� (�������������
�	
����� �����'	 ∆kn � ∆−1

kn " ������������&��� ��%�� .�.C

∆32 =

[
2 0 0
2 4 4
1 3 1

]
⊗

[
2 0 0
2 4 4
1 3 1

]
(mod 5) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
4 0 0 0 0 0 0 0 0
4 3 3 0 0 0 0 0 0
2 1 2 0 0 0 0 0 0
4 0 0 3 0 0 3 0 0
4 3 3 3 1 1 3 1 1
2 1 2 4 2 4 4 2 4
2 0 0 1 0 0 2 0 0
2 4 4 1 2 2 2 4 4
1 3 1 3 4 3 1 3 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ;

∆−1
32 =

[
1 0 0
1 1 1
1 2 4

]
⊗

[
1 0 0
1 1 1
1 2 4

]
(mod 5) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 2 4 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 4 1 2 4 1 2 4
1 0 0 2 0 0 4 0 0
1 1 1 2 2 2 4 4 4
1 2 4 2 4 3 4 3 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

(����� 3��<;( >.�/?" ��� � �
���� R3 = 4" ������ ���C

Ψ(3) = R3 · ∆32S (mod 5) =

= 4 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
4 0 0 0 0 0 0 0 0
4 3 3 0 0 0 0 0 0
2 1 2 0 0 0 0 0 0
4 0 0 3 0 0 3 0 0
4 3 3 3 1 1 3 1 1
2 1 2 4 2 4 4 2 4
2 0 0 1 0 0 2 0 0
2 4 4 1 2 2 2 4 4
1 3 1 3 4 3 1 3 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2
0
2
1
1
1
0
1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (mod 5) =
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=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2
1
2
4
3
2
0
1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
x2

x2
2

x1
x1x2

x1x
2
2

x2
1

x2
1x2

x2
1x

2
2

.

K%������ ����%��������� >.�0? %���� ����� ���C

S = ∆−1
32 Ψ(3) (mod 5) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 2 4 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 4 1 2 4 1 2 4
1 0 0 2 0 0 4 0 0
1 1 1 2 2 2 4 4 4
1 2 4 2 4 3 4 3 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2
1
2
4
3
2
0
1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
x2

x2
2

x1
x1x2

x1x
2
2

x2
1

x2
1x2

x2
1x

2
2

(mod 5) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2
0
2
1
1
1
0
1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

 � ������		 � ����	��� ������ ���	��>��� ��������
��� 
��� ��	
��	������ ���	�	 ��� k = 2 C-�22D ��=��
�������	� ��	���< � 	�����(����	� ���������� 
��� ���
k�(������ ���	�	� ! ������	 ��� k = 3 ��	���< C��(�������
������D � 	�����(����	� ���������� 
��� �����	 3n

�log2 3d�
��(� %( �	�� 8�7 ��=�� �	���, �� ���	��>���� ����������

��� � ����	���	�� k ��(����#�
���� ���	����	� �����(������ ��5 �� ������ �������

������� ��	
��	�	 ��(����� ����	(���� �	&�	� ���	����	�
���	����	� � ����>�# ��������� ������, 
���3	��	��#>	�
�� (�������� (�����	# ������ C� �� �� �����# kD� ! �����
��� ������� ������������ ���	��>���� 	��# ������ �	���
�������� 	 �	��� ������ )�(������� �����=������ ��(����
��� ��	 	�����(����		 ���������� 
��� �����<����, ��
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���� 5�<: >������%����� 
"�!�"+  ����%���
� ���& / ����0+���� �����#
���0��� �����������  ����%���
� ���& ��$''�������
 ���'����%����!�
������� 	�, k = 2 � k = 3
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��(����� ���(���� � 	�����(����	� ��	
��	�	 ���������
��� �����	 	 �����	� ����� ���	����	� ���	����	��

#�� /��
�����" ������ k�������� �������

*� (����	��� �������� ����������	� �	��� k�(������
��5 G/:H �	������	 ��	
��	����	�	 ���	�����	, �������
�	� �������� ��	�3	�	������ ������� ��� ���	������
��	
��	����	� ���	�����, ��<��	� ������ ����� &� ���
�&�&>��	� 	 �� �	������ ���	�����

��,�� ���%&��� ����' #����& ��! �������-�� ��1
���& k1�� "/ %)�-�'

]���� 	�����(���� ������	# � �����	��� 2�2�

��(����& ���

;�( �� (������� � ������������ G��

f
(k)
1 (X), f

(k)
2 (X), . . . , f

(k)
d (X),

��������
����� �������	 ���� >.�*?C

P
(k)
1 (X) =

kn−1∑
i=0

p
(k)
1, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n ,

P
(k)
2 (X) =

kn−1∑
i=0

p
(k)
2, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n ,

���

P
(k)
d (X) =

kn−1∑
i=0

p
(k)
d, i x

i1
1 xi2

2 . . . xin
n .

;�( 	� D���)�� F�� �������	 �� ���� kj−1 (j = 1, 2, . . . , d)C

P
∗(k)
1 (X) = k0P

(k)
1 (X) =

kn−1∑
i=0

p
∗(k)
1, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n ,
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P
∗(k)
2 (X) = k1P

(k)
1 (X) =

kn−1∑
i=0

p
∗(k)
2, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n ,

���

P
∗(k)
d (X) = kd−1P

(k)
1 (X) =

kn−1∑
i=0

p
∗(k)
d, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n ,

#�� p
∗(k)
j, i = kj−1p

(k)
j, i � (j = 1, 2, . . . , d; i = 0, 1, . . . , kn − 1)

;�( *� (���
���� ��������
����#� ��������

D(k)(X) =
kn−1∑
i=0

d∑
j=1

p
∗(k)
j, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n =

=
kn−1∑
i=0

c
(k)
i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n , C8�;D

#�� c
(k)
i =

∑d
j=1 p

∗(k)
j, i (i = 0, 1, . . . , kn − 1)�

_��	 ��(���� ���	����	� C8�;D, �����	� � k�	���� �	���
�� ��	����	�, � �� &��� ���������� ��&�� ����= (�����	�
	������ ��5

y
(k)
1 (X) � y

(k)
2 (X) � · · · � y

(k)
d (X),

	������	������ ��� ��� 3����� ����	3�������� �	����

(y
(k)
d y

(k)
d−1 . . . y

(k)
1 )k = Y (k) =

d∑
j=1

y
(k)
j kj−1.

������, � �	�� ���, �� ��(���� Y (k) ���������� � ����
	���� �	���� ��	����	�, ��� (�����	� ��5 ��	������� ����
���� ����	�����	� Ξt{Y (k)}, ���=�>	� ��� ���������	� t���
k�	����� ��(���� C������D ����������	�

Y (k) = (y
(k)
d . . . y

(k)
t . . . y

(k)
1 )k,
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&

� �� Ξt{Y (k)} = y
(k)
t �

"�� ���	����	� �������� Ξt{Y (k)} 	�����(���� 
�������

Ξt{Y (k)} =

∣∣∣∣⌊Y (k)

kt

⌋∣∣∣∣
k

. C8�4D

��,�	 +��)�!��! %��&� ��! �������-�� �����&
k1�� "/ %)�-�'

8����&� ��*

7��� m > Y
(k)
max" #�� Y

(k)
max , ������������ ���
����" ��������

���� Y (k)" �� ����������	 �����) k����
�	� G�� ��)��
%	�� ����������� ��������
����� ���������C

Y (k) = Ω(k)(X) =

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

ω
(k)
i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m

, C8�2.D

#�� ω
(k)
i =

∣∣ck
i

∣∣
m

(i = 0, 1, . . . , kn − 1)�

��������������
! ������� ����(������� �����	� �����	��

��(����& ��	

;�( �� (������� d G��C

f
(k)
1 (X), f

(k)
2 (X), . . . , f

(k)
d (X)

� ������������ ��������
����� �������	 ���� >.�.?C

µ
(k)
1 (X) =

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

ρ
(k)
1, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m

,

µ
(k)
2 (X) =

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

ρ
(k)
2, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m

,

���

µ
(k)
d (X) =

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

ρ
(k)
d, i x

i1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣∣
m

.
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;�( 	� �	
������� ��������	� �����������C∣∣∣l0µ(k)
1 (X)

∣∣∣
m

=

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

ρ
∗(k)
1, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m

,

∣∣∣l1µ(k)
1 (X)

∣∣∣
m

=

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

ρ
∗(k)
1, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m

,

���∣∣∣ld−1µ
(k)
1 (X)

∣∣∣
m

=

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

ρ
∗(k)
1, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m

,

#�� ρ
∗(k)
j, i =

∣∣∣lj−1ρ
(k)
j, i

∣∣∣
m
H l = lj−1 = |kj−1|mH j = 1, 2, . . . , dH

i = 0, 1, . . . , kn − 1�

;�( *�

Ω(k)(X) =

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

d∑
j=1

ρ
∗(k)
j, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m

=

=

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

ω
(k)
i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m

,

#�� ωi =
∑d

j=1 ω
∗(k)
i (i = 0, 1, . . . , kn − 1)�

@������ �����	�� 8�- ������	��� ������� 2�/�
�

#�# *�	���

�  ������� �&�&>��	� ���������� 
��� ��	
��	����	�
���	����� �� �&���� k�(������ ���	�	�  �	 B�� ���	�
��#�� ���	��>���� �� �����	���	# ���	�	�� ��B

	�
3	���� ��	
��	������� ���	���� 	 ���	�	�� �����=��
����� ��(������ ���	����	��
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�  ���(���, �� ���������� ���������� 
���� ��	
��	�
������� ���	���� ���	����	� k�(������ ���	����	� 
����
3	� 	( ���� ��3	�������� �	��� R ���� &�� ����������
�� ������ ���� J���� PG(m)�

� \��������� �(�	�����(� ��=�� ������������ 	 ��������
��� 
�����	 ��	
��	������� ���	���� �� k�(������ ���
�	���

�  ������� ����	����	������ ����&��(����	� �� k�(����
��� ���	���

� ���������� 
���� �&�&>��� ��� ����	(�3		 �	��� k�
(������ ��5�

� \��(���, �� ������=����� ���������� 
���� ��(����#
�����	� �	&���� ���	����	� ���	����	� (� ��� �&�����
���	� ��(��=���	 ��	�����	� ��������� 	�	 ���������
��� ������, 
���3	��	��#>	� �� �� ?=����“ (��������
(�����	# ������ k, � 	 �� ����	� (�����	�� ������� %�	
���&��� $ ����� ���&���	�� �������� ���	����	� ���
��(�	���� (�������� ���	�	 $ k �� ������ ���������
	�	 ����������� ������, 
���3	��	��#>	� �� ������,
(������ (�������� (�����	# �������



����� 	

%����	��������
�	�������#���������
��	��

��� �����������"� 
"+� ����	" ��������, ���'����%����� '��� ����#

��" �� ������ 
�
�+�
���, / ����1���, �������
� ����
����
�.-��
��	��0�"� ��!�%����� '�����,�� �� ������ ���%����� k� ��� �� ��	�#
�,��"� $�
�
�����"� ������	��� �������0� %�� ����� 
�
�+�
���, /
�� �	����
���"� ����� �����"� ��1�� �"�0 ����0��
�� 	�, ��������,
 ��	���
���,& ���'����%����� '��� � ����	�.-�!� �����%���,  �����#
��
���,& ��!�%����� '������� ���������� 	
� ��0�������
�"� ����	� ��#
	���
���,� ����
���"� �� 7& �	����
������� ��	���
����, %���� �!� ���#
��1����� �� ����"� ���1����� � 9& ��������� ������� �� ��������� ���#
������� ���1� ���%��� 
 �����"� � ���-0. $��� ����	�
 ��1�� �"�� �"
���%��0 ��������. ��0����

'�� +�
,���
�����	���������	����� �����
�������
�%������� �����

8����&� 3��
(���������	 �����) %����	� ����'�

yd � yd−1 � . . . � y1

�Y	����	�� �	

�� ��	�� �������E��� �������#
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��)�� %	�� ����������	� �����%�� ����� ��������
�����
�	��)�����

N(X) =
2n−1∏
i=1

N0N
x

i1
1 x

i2
2 ...xin

n

i , C7�2D

#�� Ni > 0" i = 0, 1, . . . , 2n − 1�

��������������

@������	� &������ 
���3	�� fi(X) �	��� m
fi(X)
i

(i = 1, 2, . . . , d), ��� mi (i = 1, 2, . . . , d) $ ������ �	����

f1(X) f2(X) · · · fd(X)
↓ ↓ ↓
m

f1(X)
1 m

f2(X)
2 · · · m

fd(X)
d .

 ����	� 1 ����� C2�/D ���	(�����	�

N(X) = m
f1(X)
1 × . . . × m

fd(X)
d =

= m
∑2n−1

i=0 ri x
i1
1 x

i2
2 ...xin

n

1 × . . . × m
∑2n−1

i=0 ri x
i1
1 x

i2
2 ...xin

n

d . C7�-D

"����, C7�-D ��=�� �����	��� � �	��

N(X) =
(
m

r1, 0

1 × m
r1, 1 xn

1 × . . .× m
r1, 2n−1 x1x2...xn

1

) ×
× (

m
r2, 0

2 × m
r2, 1 xn

2 × . . .× m
r2, 2n−1 x1x2...xn

2

) ×
���

���
× (

m
rd, 0

d × m
rd, 1 xn

d × . . .× m
rd, 2n−1 x1x2...xn

d

)
=

=
(
m

r1, 0

1 × . . .× m
rd, 0

d

) ×
× (

m
r1, 1xn

1 × . . .× m
rd, 1 xn

d

) ×
���

���
× (

m
rd, 2n−1 x1x2...xn

1 × . . .× m
rd, 2n−1 x1x2...xn

d

)
=

= N0N
xn
1 . . . Nx1x2...xn

2n−1 ,
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���

N0 = m
r1, 0

1 × . . . × m
rd, 0

d ,

N1 = m
r1, 1xn

1 × . . . × m
rd, 1 xn

d ,

���

N2n−1 = m
rd, 2n−1 x1x2...xn

1 × . . . × m
rd, 2n−1 x1x2...xn

d .

_�	��������� C7�2D ������ 	( 2D �������� ������ ��	
�
��	�	 � ��	��������	 ��(��=��	� �	��� �� ������ ���=	�
��	 	 -D 	( ��	��������	 ����������	� C2�/D � �������		
� ������� 2�2�

�
�#�������� 3��
�	��)���� >/�*? %���� ���	���� ������������������������
����� �������������#�
���� ������

?��'���� 3��
� ���������� �	
������� >/�*? ���
���� t� %����� ���������
���� �������� ������� ��������� N(X) �� 
���� mtC

ft(X) =

{
1, ���� mt|N(X),
0, ���� mt � |N(X) C7�/D

���

ft(X) =

{
1, ���� |N(X)|mt

= 0,
0, ���� |N(X)|mt

�= 0.

"�� �������	 ������	���	 C7�/D ���� &�� 	�����(�����
��	(���	 ���	���	 G-8, -;H�

?��'���� 3�	

µ (N(X)) = (−1)d , ���
d∨

i=1

yi = 1,

µ (N(X)) = 1, ���
d∨

i=1

yi = 0,
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#�� µ (a) , ����'�� �V%���� �� a @+.B�

��=�� ������=	� �����#>	� �����	� �������	� C7�2D�

��(����& 3��

;�( �� K���������� ��F���'������ r1, i, r2, i, . . . , rd, i �����
����
���� ��������
����#� �������� Pj(X) ��� ��)��
%����� ����'�� yj = fj(X)" j = 1, 2, . . . , dC⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f1(X) = P1(X) =
2n−1∑
i=0

r1, i x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n ,

f2(X) = P2(X) =
2n−1∑
i=0

r2, i x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n ,

���

fd(X) = Pd(X) =
2n−1∑
i=0

rd, i x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n .

C7�0D

;�( 	� �	%�� d �����	� 
���� m1, m2, . . . , md � �	
�������
N0, N1, . . . , N2n−1C

N0 = m
r1, 0

1 × . . . × m
rd, 0

d ,

N1 = m
r1, 1xn

1 × . . . × m
rd, 1 xn

d ,

���

N2n−1 = m
rd, 2n−1 x1x2...xn

1 × . . . × m
rd, 2n−1 x1x2...xn

d .

���&�� 3��
 ��������� ������� ��%��'	 *�* >������ *�*" ���� *2?�

;�( �� 4�#����� ������� *�+ >���� +E?C

f1(X) = P1(X) = x1 ⊕ x2 = 1 − x1 − x2 + 2x1x2,

f2(X) = P2(X) = x1 ∨ x2 = 1 − x1 − x2 + x1x2.
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;�( 	� �	%���� ����	� ��� �����	� 
���� >������� ��������
��� �����	� 
���� ����������? m1 = 2" m2 = 3 � �	
�����

���� N0, . . . , N3C

N0 = 21 · 31 = 6,

N1 = 2−x2 · 3−x2 =

(
1

6

)x2

,

N2 = 2−x1 · 3−x1 =

(
1

6

)x1

,

N3 = 22x1x2 · 3x1x2 = 12x1x2 .

<���� �%�����

N(X) = 6 ×
(

1

6

)x2

×
(

1

6

)x1

× 12x1x2 .

5�������� �������'�� ����'� f1(X) � f2(X) �� ������ ���
%��� %����	� ��������	� x1 � x2 ����������� � ��%�� /�*�

>������ <�7: ?����� ���������� ����
"� '������  	
��%�"� ��������#
���& � ���-0. ���0��������
��#��	���
����� ���'������#��!�%�����
'���"

x2 x1 N(X) ?��
���� ����
�,  <�3& y2 y1

8 8 < |6|3 = 0 |6|2 = 0 7 7
8 7 7 |1|3 �= 0 |1|2 �= 0 8 8
7 8 7 |1|3 �= 0 |1|2 �= 0 8 8
7 7 9 |2|3 �= 0 |2|2 = 0 8 7

'�� +���
"����������	����� �����������
��
%������� �����

+�� ������ 	( C8�4D ��� ����	(�3		 �������� Ξt{Y (k)} ��&��
��� �����	�, ��������	� 	 ����=���	� ��	����<��� ����	3��
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�3�������
�� �����

������� ������ A� �&��������� �����<�� ������� ���
�	����	� �� B��� ����	(�3		 ��5� )������	� �������	��
��� ��	�3	� �������	� ��	
��	������� ���	����, ������
� ��	�	� ��	�3	�� ���������'��, 	�����(�������� � ��(����
/, ������� �� ������� ������ ��	
��	������� ���	����, �&���
��#>��� �������� ����>��	� �������� ����	�����	��
 ��� ���� �	���� d ��5�

f
(k)
1 (X), f

(k)
2 (X), . . . , f

(k)
d (X),

��� k $ (������� ��5 	, ����������� � �������	� 	�, �	�
���� ��	
��	����	� ���	����� �	�� C8�8D�

µ
(k)
1 (X), µ

(k)
2 (X), . . . , µ

(k)
d (X).

!�&���� ������ �����	� m1, m2, . . . , md ��	�, �� mi ≥ k,
��� i = 1, 2, . . . , d� @�&�#���	� �����	� ������ ������� ���&�
���	�� ��� �&�������	� ���	����	� � �������� �����

]���� ��=������� ���	���� µ
(k)
1 (X), µ

(k)
2 (X), . . . , µ

(k)
d (X)

� ������	 φ1, φ2, . . . , φd � 
������ C/�;D�

Y = |φ1B1 + φ2B2 + . . . + φdBd|m ,

��� m = m1m2 . . . md�
! ���(	 � B	� �������	� �����#>�# �������

8����&� 3�	
7��� ���	 �����	� ������ m1, m2, . . . , md �����" 
�� mi ≥ k"
#�� i, j = 1, 2, . . . , d" �� ����������	 �����) k����
�	� G��
��)�� %	�� ����������� ��������
����� ���������C

T (k) = Θ(k)(X) =

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

ζ
(k)
i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m

, C7�8D

#�� 0 ≤ ζ
(k)
i < m" ���
��

y
(k)
1 =

∣∣T (k)
∣∣
m1

, y
(k)
2 =

∣∣T (k)
∣∣
m2

, . . . , y
(k)
d =

∣∣T (k)
∣∣
md

.
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@�������	���� ������ 7�- ������ 	( �����#>��� �����	�
���

��(����& 3�	

;�( �� (��������� ��������� ���� >.�.? ��� �������������
��)�� G��C

µ
(k)
1 (X) =

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

ρ
(k)
1, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m1

,

µ
(k)
2 (X) =

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

ρ
(k)
2, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m2

,

���

µ
(k)
d (X) =

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

ρ
(k)
d, i x

i1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣∣∣
md

;

� ������ � ����C

µ
∗(k)
1 (X) =

kn−1∑
i=0

ρ
(k)
1, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n ,

µ
∗(k)
2 (X) =

kn−1∑
i=0

ρ
(k)
2, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n ,

���

µ
∗(k)
d (X) =

kn−1∑
i=0

ρ
(k)
d, i x

i1
1 xi2

2 . . . xin
n .

;�( 	� �	�������� ��������	� ����)���C

∣∣∣B1µ
∗(k)
1 (X)

∣∣∣
m

=
kn−1∑
i=0

ζ
∗(k)
1, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n ,
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∣∣∣B2µ
∗(k)
1 (X)

∣∣∣
m

=
kn−1∑
i=0

ζ
∗(k)
2, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n ,

���∣∣∣Bdµ
∗(k)
1 (X)

∣∣∣
m

=
kn−1∑
i=0

ζ
∗(k)
d, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n ,

#�� ζ
∗(k)
j, i (X) =

∣∣∣Bjρ
(k)
j, i

∣∣∣
m
H m = m1m2 . . . mdH Bi = qimm−1

i H qi

��������� �� qimm−1
k ≡ 1 (mod mi) (i = 1, 2, . . . , d)�

;�( *�

Θ(k)(X) =

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

d∑
j=1

ζ
∗(k)
j, i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m

=

=

∣∣∣∣∣
kn−1∑
i=0

ζ
(k)
i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m

,

#�� ζi =
∑d

j=1 ζ
∗(k)
j, i (i = 0, 1, . . . , kn − 1)�

+��������� ���	����	� � �������� ���� �&�����	�����
��&�#���	�� �����	� ��&��� ������ ��������

�

�#�������� 3�	
�	��)���� >/�.? %���� ���	���� ���������������������
�������������#�
���� ������

���&�� 3�	
5��������� ���������� ������	 /�+ ��� ���
�� �������'��
���� E�� ���
�	� G��" ������	 ���
��� �����	� ��� n = 2"
���3� ���C

S1 = [0 0 2 2 1 1 0 0 2]T ,

S2 = [2 0 2 1 1 1 0 1 2]T .
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 � �����������3� ��������
����� �������	 ���� >.�*?C

P
(3)
1 (X) = −x2 + x2

2 + 4x1 − x1x2 − x1x
2
2 − 2x2

1 +

+
1

2
x2

1x2 +
1

2
x2

1x
2
2,

P
(3)
2 (X) = 2 − 4x2 + 2x2

2 − x1 +
11

2
x1x2 − 3x1x

2
2 −

−3

2
x2

1x2 + x2
1x

2
2.

� ������������ � ������� /�+ �	%���� ������C m1 = 3"
m2 = 5� <�#�� m = m1m2 = 15" ���
���� �������� B1 � B2

� ������������ � >E�1? ��������C

B1 =
q1m

m1

=
2 · 15

3
= 10,

B2 =
q2m

m2

=
2 · 15

5
= 6.

(��������� ��#������ /�+ � F��� ���
�� %���� �	#������
�����3=�� �%������

;�( �� (��������� ��������� ���� >.�.? >������ .�/?C

µ
(3)
1 (X) =

∣∣2x2 + x2
2 + x1 + 2x1x2 + 2x1x

2
2 + x2

1+

+2x2
1x2 + 2x2

1x
2
2

∣∣
3
,

µ
(3)
2 (X) =

∣∣2 + x2 + 2x2
2 + 4x1 + 3x1x2 + 2x1x

2
2+

+x2
1x2 + x2

1x
2
2

∣∣
5

� ������ �� � ������������ ����C

µ
∗(3)
1 (X) = 2x2 + x2

2 + x1 + 2x1x2 + 2x1x
2
2 + x2

1 +

+2x2
1x2 + 2x2

1x
2
2,

µ
∗(3)
2 (X) = 2 + x2 + 2x2

2 + 4x1 + 3x1x2 + 2x1x
2
2 +

+x2
1x2 + x2

1x
2
2.
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;�( 	� �	�������� ��������	� ����)���C∣∣∣10µ
∗(3)
1 (X)

∣∣∣
15

= |10 · 2|15x2 + 10x2
2 + 10x1 + |10 · 2|15x1x2 +

+|10 · 2|15x1x
2
2 + 10x2

1 + |10 · 2|15x2
1x2 +

+|10 · 2|15x2
1x

2
2 =

= 5x2 + 10x2
2 + 10x1 + 5x1x2 + 5x1x

2
2 +

+10x2
1 + 5x2

1x2 + 5x2
1x

2
2,∣∣∣6µ∗(3)

1 (X)
∣∣∣
15

= |6 · 2|15 + 6x2 + |6 · 2|15x2
2 + |6 · 4|15x1 +

+|6 · 3|15x1x2 + |6 · 2|15x1x
2
2 + 6x2

1x2 +

+6x2
1x

2
2 =

= 12 + 6x2 + 12x2
2 + 9x1 + 3x1x2 + 12x1x

2
2 +

+6x2
1x2 + 6x2

1x
2
2.

;�( *�

Θ(3)(X) = |0 + 12|15 + |5 + 6|15x2 + |10 + 12|15x2
2 +

+|10 + 9|15x1 + |5 + 3|15x1x2 +

+|5 + 12|1512x1x
2
2 + |10 + 0|15x2

1 +

+|5 + 6|15x2
1x2 + |5 + 6|15x2

1x
2
2.

<���� �%�����

Θ(3)(X) = 12 + 11x2 + 7x2
2 + 4x1 + 8x1x2 + 2x1x

2
2+

+10x2
1 + 11x2

1x2 + 11x2
1x

2
2.

��� �������� ���������� ��� ���
��� (���	 ���
� ,
x1 = 0 � x2 = 0 >������ ������ ��%��'	 ����������?� �����
���
� , x1 = 2 � x2 = 2 >��������� ������ ��%��'	 ��������
���?�
� ������ ���
�� ����
��C

Θ(3)(X) = |12|15 = 12.
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5�������� >��� ������	� �������?C

y
(3)
1 = |12|3 = 0,

y
(3)
2 = |12|5 = 2.

�� ������ ���
��C

Θ(3)(X) =
∣∣12 + |11 · 2|15 + |7 · 22|15 + |4 · 2|15+
+|8 · 2 · 2|15 + |2 · 2 · 22|15 +

+|10 · 22|15 + |11 · 22 · 2|15 +

+ |11 · 22 · 22|15
∣∣
15

=

= |12 + 7 + 13 + 8 + 2 + 1 + 10 + 13 + 11|15 =

= |77|15 = 2.

5��������C

y
(3)
1 = |2|3 = 2,

y
(3)
2 = |2|5 = 2.

'�� *�	���

�  �����=��� ����	��	��	�������	��������
��	
��	������	����	� 
����� )���	(�3	� �	��� &����
��� 
���3	� � ����>�# ����	��	��	�������	��������
��	
��	������	����	� 
��� ��=� &�� ����(��� ��	
��������		 ���	����	� � �����	���� �	���� ��	����	��
�&�&>��	� C7�2D ��� k�(������ ���	�	 	 	�����(����	� ���

���	�����	� C7�2D �	������ ��	
��	����	� ���	�����
��	���� � ���&���	���	 
����	(�3		 �	��� N(X), ��
��>������� ����=�	 ���	����	��

�  �����=��� �������������	�������� ��	
��	���
���	����	� 
���� k�(������ ��5, ���������� �� +	�
������ ������ �& ������� A	 
���� ����#�� ���
(������ �	��(�, � ��	�	� � ��	
��	������	����	�
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��� C/�2D 	 C/�7D, ���������� �� �������(	3		 	�������
�� ���	�����  ��	��>���� ������ 
��� $ ����>��	�
����	(�3		 �������� ����	�����	��



����� 


��������������
����������� ��	�� �����

��1��� ����� 
 '����� ���'����%����� ��!���� ����
���"� �� ���!���#
	��0��� ���'������� ������.� ����	" 
�������
����, ���������� '��#
�" %����� ��������, ������� �� �������� 
 �
��� ������%����� 
�������
 ������� M�96& 	����� �� 
��!	� 	��� ������0��� 	�, �����%����� �������#
��� ��+����� E�� ����������� ���� ��
"� 
�������
 ��������� ������"
�� ��������� �	�
���
��,.-�� ��� ��� ��"� �����
���,� �����%����� ��#
�������� A77@B��

)�� &������ � 	�������	
���� �
" �	�� �����

��

)������	� �����	�����# 
������ �����������	� ��(	3	���
��� 
���� �	��� ��� ������ ���� ��������

A = |φ1m2q1 + φ2m1q2|M , C:�2D

��� q1 	 q2 $ ��<��	� �������	� m2q1 ≡ 1 (mod m1) 	 m1q2 ≡ 1
(mod m2), M = m1m2�
"�� ����������� ����	(�3		 �����	�� �����������	� ���

(	3	����� 
���� �	��� � �������		 � C:�2D ����&���� ���
����=	��� �� ������� m2q1 	 m1q2 	 ��	� �������, 
����

�2����
	��
�� �	����	�� ���� ��	�� ������� ���������	
� � +)& '& '(& '`& �N)& �N(&
�N-.#
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3	��	��#>	� �� �����# M = m1m2 $ �	������� �	���(���
���������� ��	
��	�	 C�	�� :�2D�

φ1 φ2⇓ ⇓
φ1 · m2 · q1 φ2 · m1 · q2⇓ ⇓

|φ1 · m2 · q1 + φ2 · m1 · q2|M

⇓
A

���� =�7: ����� 
"%������, ���������� '���" %���� � 	
�� �������� 

����
����
�� �  =�7&

8����&� ���
8���� ������'�������� 
���� A < m1m2" �������������� �
������������ ���������� �	
����� φ1 � φ2 �� ������� ����
���� �����	� ������ m1 � m2" �����" 
�� m1 < m2" ��)��
%	�� �������
�� ������������� �� �������

A = m1

∣∣δ |φ1 − φ2|m2

∣∣
m2

+ φ1, C:�-D

#�� δ = |(m2 − m1)
−1|m2

�

��������������
! �������		 � �����	��� _���	�� �	��� A ��=�� �������
�	� � �	��

A = m1n1 + φ1, C:�/D

	�	
A = (m2 − b)n1 + φ1,

��� b = m2 − m1�
 �������� A ≡ φ2 (mod m2), �

(m2 − b)n1 + φ1 ≡ φ2 (mod m2).

\�	����, �� m2n1 ≡ 0 (mod m2), ��������

bn1 ≡ φ1 − φ2 (mod m2)



/#"# ������	 � �����	�������� �� ��&� ���&�� 79=

	�	

n1 ≡ b−1(φ1 − φ2) (mod m2). C:�0D

@������� 
������ A����� C������	� K�-D�

b−1 ≡ bϕ(m2)−1 (mod m2), C:�8D

��� ϕ(m2) $ 
���3	� A����� C������ K�--D�  �������� �����
=��	� C:�0D � C:�/D, � ����� C:�8D �������� C:�-D�

�
���&�� ���
5��������� ���� �<;( 6<K >E�2? � >E�*A? ������������� �
��������" ������������	� � �������� *�. � +�.� (�� F��� �	�
%���� ���
���� ������ m1 = 3 � m2 = 5" 
�� ���)�� �%�����

��� 
������ �������� M = m1m2 = 15 ≥ 23� <�#��

|Y|3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0
1 1 1
1 1 0
0 0 1
1 0 1
0 1 0
0 1 1
1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎦
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎡⎢⎢⎢⎣
0
7
6
1
5
2
3
7

⎤⎥⎥⎥⎦
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3

=

⎡⎢⎢⎢⎣
0
1
0
1
2
2
0
1

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

|Y|5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0
1 1 1
1 1 0
0 0 1
1 0 1
0 1 0
0 1 1
1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎦
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎡⎢⎢⎢⎣
0
7
6
1
5
2
3
7

⎤⎥⎥⎥⎦
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5

=

⎡⎢⎢⎢⎣
0
2
1
1
0
2
3
2

⎤⎥⎥⎥⎦ .

(���%��������� >E�2? ������ ���C

Ψ1 = A23Φ1 (mod 3) = A23 · [0 1 0 1 2 2 0 1]T (mod 3) =

= [0 1 0 0 2 2 1 1]T ,

Ψ2 = A23Φ2 (mod 5) = A23 · [0 2 1 1 0 2 3 2]T (mod 5) =

= [0 2 1 3 0 0 2 4]T .

��� ����
���� Y ���������� >0�+?C

Y (i) = m1

∣∣δ1 |φi, 1 − φi, 2|m2

∣∣
m2

+ φi, 1 = 2
∣∣2 |φi, 1 − φi, 2|5

∣∣
5
+ φi, 1,
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#�� i = 0, 1, . . . , 2n − 1� � ���������� ����
��C

Y (0) = 2 |2 |0 − 0|5|5 + 0 = 0, Y (4) = 2 |2 |2 − 0|5|5 + 2 = 5,

Y (1) = 2 |2 |1 − 2|5|5 + 1 = 7, Y (5) = 2 |2 |2 − 2|5|5 + 2 = 2,

Y (2) = 2 |2 |0 − 1|5|5 + 0 = 6, Y (6) = 2 |2 |0 − 3|5|5 + 0 = 3,

Y (3) = 2 |2 |1 − 1|5|5 + 1 = 1, Y (7) = 2 |2 |1 − 2|5|5 + 1 = 7.

<���� �%�����C

Ψ = CRT2
k=1 [ψ0, k, ψ1, k, . . . , ψ23−1, k]

T (mod mk) =

= [0 7 6 8 5 0 2 9]T ,

Y = CRT2
k=1 [φ0, k, φ1, k, . . . , φ23−1, k]

T (mod mk) =

= [0 7 6 1 5 2 3 7]T .

����������� ����	(�3	� 
������ C:�-D ��&�� 	�����(����
�	� ���	����, 
���3	��	��#>��� �� �����# m2, ��� ���	��
���	� ��(���	 |φ1 − φ2|m2

, ����=	��� ���������� ��(���	 ��
������� δ �� �����# m2, ��(	3	������ ����=	��� �� ������
m1 	 ��(	3	������ �������� ��� ����	�����	� φ1 G0H�

)�� ���������� ������
,��� ����
��

+�� ����	�� ��� ����������	� ������ � ���������� ��	
���
	�� 	�����(���� ���	���� �	���� ��	����	�� A� �&�������
��� ��=� &�� 	�����(����� ��� ����>��	� ��� �����������,
�� 	 ��������� ����	(�3	� �����	��� �����������	� ��(	�
3	����� 
���� �	���� ! ������� ������� ���&�� 	�����(����
�	� �	��� 2i ± 1, Di = 2i 	 ��� G;-, 27/, 270, 248H�
 �������� ������ �	�� 2i 	��� � ����� �����	������ ��(���

=��		 ��	�������� ������ ���=	��� 2, �� �� ��=� &�� 	��
����(���� � ������� �	������� �	���(��� ���������� ��	
���
	�	�  ��� m1 = 2i−1 	 m2 = 2i +1� '����M = m1m2 = 22i−1,
� �����3	# ����	�����	� �� �����# M = 22i − 1 $ �	�������



/#%# ���������� ���2�	�0��� ���&�� 79@

�	���(��� ���������� ��	
��	�	 $ ��=�� ����	 � ����	���
���	# ������	������� ����� A� ��� ��	&���� ������ ��<��
�	� (����	 �����������	� ��(	3	����� 
���� �	��� � �������
������� ��	
��	�� � ������ �����	������ ������ �& ����
����
'����� �������	� 
������ C:�-D� @����	� δ (� ��� ��	�

�����	� �������, �&����#>	� �������� m2 − m1 = 1� "����,
	�����(�� �����	 Di 	 2i + 1, �����	�

A = Di |φ1 − φ2|2i+1 + φ1. C:�7D

!���� φ1, φ2 	 ��(���� �����������	� �	��� A ��������
���� � �	���� ��	����	� � �������	�� 2�

φ1 =
(
a

(1)
�log2 m1	 a

(1)
�log2 m1	−1 . . . a

(1)
1

)
2
;

φ2 =
(
a

(2)
�log2 m2	 a

(2)
�log2 m2	−1 . . . a

(2)
1

)
2
;

A =
(
a

(3)
�log2 M	 a

(3)
�log2 M	−1 . . . a

(3)
1

)
2
,

��� a
(i)
j $ ���	���� 3	
���

����������� ����	(�3	� 
������ C:�7D �����=	 ��	� ���

�	����
∑− ��(������	 �log2 m2�, 
���3	��	��#>	� �� ���

���# 2i + 1 C:�-D�  �������� ����=��	� �	���, ��������������
� ���	���� �	���� ��	����	�, �� Di ����	(���� ���� ���	��
����������	� �	��� �� i ��(����� � ������ ���<	� ��(�����,
����=��	� ��(���	 |φ1 − φ2|2i+1, ���������� �� ������

∑−, ��
������ Di 	 �������#>�� ����	�����	� ��(����� ����=��	�
� φ1 ���������� ��������#>	� �����������	�� ���<	� 	
����<	� ��(����� �� ������ ���������
_��	 ���	����

∑− 	��� �&�	���# ����	(�3	#, � 
���
���� C:�7D ��=�� ��	�	� �� ����=��� ���������

A = Di |δ |φ1 − φ2|m|m + φ1, C:�:D

���
δ =

∣∣(m − Di)
−1

∣∣
m

;
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a
(1)
1 . . . a

(1)
�log2 m1�

↓ . . . ↓
a
(3)
1 . . . a

(3)
�log2 m1�

a
(1)
1 . . . a

(1)
�log2 m1� a

(2)
1 . . . a

(2)
�log2 m2�↓ . . . ↓ ↓ . . . ↓∑−

↓ . . . ↓
a
(3)
�log2 m1�+1 . . . a

(3)
�log2 M�

���� =�9: ����� 
"%������, ���������� '���" %���� � 	
�� �������� 

����
����
�� � �������� =�7

m $ ������� ������, �(�	��� ������ � Di 	 &���<	� Di�

'�&�	3� ���	����
∑− ���	�� � �������		 � ����=��

�	��
|δ |φ1 − φ2|m|m .

���&�� ��	
(���� ���������� ������ �������� D4 � m = 21� <�#��

δ =
∣∣(21 − 16)−1

∣∣
21

=
∣∣55

∣∣
21

= 17.

���	 �	
��	 φ1 = 13 � φ2 = 18" ��#�� � ������������ �
>0�0? ����
��

A = 16 |17 |13 − 18|21|21 + 13 = 333.

������������" |333|16 = 13" |333|21 = 18�

)�� 0�1���" �
" �����	�
,��%� ��
�����	�
����
��

8����&� ��	
8���� ������'�������� 
���� Y < m =

∏v
k=1 mk, ���������

������ �	
����� φ1, φ2, . . . , φv �� ������� ������� �����	�
������ m1 < m2 < . . . < mv ��)�� %	�� �������
�� �������
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������� ����������� ��������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

h1 = φ2,

h2 = m1

∣∣δ1 |φ1 − h1|M1

∣∣
M1

+ φ1,

h3 = m3

∣∣δ2 |φ3 − h2|M2

∣∣
M2

+ φ3,

h4 = m4

∣∣δ3 |φ4 − h3|M3

∣∣
M3

+ φ4,
���

hv = Y = mv

∣∣∣δv−1 |φv − hv−1|Mv−1

∣∣∣
Mv−1

+ φv,

C:�;D

#��

M1 = m2;

Mi =
i∏

j=1

mj;

δ1 =
∣∣(M1 − m1)

−1
∣∣
M1

;

δi =
∣∣(Mi − mi+1)

−1
∣∣
Mi

.

�������������� ��������	���	 C:�;D �������� �� �&�&>��		
������ :�- ���� ��B������ �������� � �������� ������� 	
��������	� �	������� �	���(����
"�� �������	� Y � ����>�# C:�;D ����&���� v <�����
 ��	��>����� C:�;D �� ���<��	# � ������ K�-; �������

�����	���	� �����=������ ��(������ ���	����	� �������
����	3�� Mv�
 �	 �&�������		 ��(��=���	 �����������	���	� ���	����

�	� ��(��=�� ���	�� �������	� �����	�� �����������	�
��(	3	����� 
���� �	���, ���������� �� ������ :�-, ��&��
#>	� �log2 v� <���� ����&��(����	� G2.0, 2.8, 2.:H�  �	 B��
	�����(���� ��	�3	� ������	����� ����	���	��
*���	���, �	��� A ����������� ������	 φ1, φ2, φ3, φ4 ��

������� �(�	��� ������ 	 ��������	���� ������� m1 <
m2 < m3 < m4�
'���� �����	� �����������	� �	��� A ����	 	( ���� <��

��� C�	�� :�/, (���� φ11 = |A|m1m2 	 φ12 = |A|m3m4D�
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$	���� 8�� ����� 8��

φ1 =⇒
φ2 =⇒

}
φ11 =⇒

φ3 =⇒
φ4 =⇒

}
φ12 =⇒

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
A

���� =�3: ����� 
"%������, ���������� '���" %���� � %��"��� ��������
� ���,	�%���"�� �������� ��	����

��(����& ���

;�( �� � ������������ � >0�+? �����

φ11 = m1

∣∣δ11 |φ1 − φ2|m2

∣∣
m2

+ φ1;

φ12 = m3

∣∣δ12 |φ3 − φ4|m4

∣∣
m4

+ φ3,

#��

δ11 =
∣∣(m2 − m1)

−1
∣∣
m2

;

δ12 =
∣∣(m4 − m3)

−1
∣∣
m4

.

;�( 	�
A = m1m2

∣∣δ |φ11 − φ12|m3m4

∣∣
m3m4

+ φ11,

#��
δ =

∣∣(m3m4 − m1m2)
−1

∣∣
m3m4

.

*����� ������� � ������������ ����� 	 �����	�� ������
������	� ��(	3	����� 
���� �	��� ���� &�� 	(������� "��
���	���	� ���(������ �������	� ������ ������, �������	�
������ � ����>�# �	�� :�0�  �	 B�� ��������, �� ��������
#�� �����	�� m1m4 > m2m3�
'���� �����& ���	����	� ����(�� ��� ������	���	� ���	�

�	�� 	 �������	� ���&���	��� ������ �����=������ ������
������ �������, �&��(������� ���	(�����	��	 ������� ������
��>	� ��������  �	 B�� �����	� �����������	� &��� ���
������ �����#>	� �&��(���
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$	���� 8�� ����� 8��

φ1 =⇒
φ4 =⇒

}
φ11 =⇒

φ2 =⇒
φ3 =⇒

}
φ12 =⇒

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
A

���� =�4: ����� 
"%������, ���������� '���" %���� � %��"��� ��������
� ������,	�%�
����� ������
 ��	����

��(����& ��	

;�( �� � ������������ � >0�+? �����

φ11 = m1

∣∣δ11 |φ1 − φ4|m4

∣∣
m4

+ φ1;

φ12 = m2

∣∣δ12 |φ2 − φ3|m3

∣∣
m3

+ φ2,

#��

δ11 =
∣∣(m4 − m1)

−1
∣∣
m4

;

δ12 =
∣∣(m3 − m2)

−1
∣∣
m3

.

;�( 	�
A = m1m4

∣∣δ |φ11 − φ12|m2m3

∣∣
m2m3

+ φ11,

#��
δ =

∣∣(m2m3 − m1m4)
−1

∣∣
m2m3

.

!���� φ11 	 φ12 ���� &�� �������� 	 �#&�� ����	� ����
���, ����	��� � �������		 � +	������ ������� �& ������
	�	 ������ ��<	
��3	���
������� C:�-D ������� &��� ���������� � G0H� _� �&�&>��	�

C:�;D ��� ���	(�������� ���	����� ������� &��� �������� �
G;H� ���� ������	����� ����	���	� 	 ���� ��	�����	� ���3	�
������ ������� ���&�	����� � G2.:, 280H� @����	 ��	�����	�
�������, �&����#>	� ��������	 m2 − m1 = 1 	 m2 > m1 = 2i

���������� ����������� � G;8H 	 G;7H�
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 ���=	� �� ��	�������� ��<� ��(����� &��	 ��(����
���&�	������ � G;.H� '��, ��� �����������	� ��(	3	����� 
���
�� �	��� �� ���� ������� ����������� 
������ G;.H

A = m1ζ |φ2 − φ1|m2
+ φ1, C:�4D

��� ζ =
∣∣m−1

1

∣∣
m2
�

�&�&>��	� C:�4D ��� ���	(�������� ���	����� ������� ���,
�������� G;.H, ������	#�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

h1 = φ1,

h2 = M2ζ2 |φ2 − h1|m2
+ φ1,

h3 = M3ζ3 |φ3 − h2|m3
+ φ2,

h4 = M4ζ4 |φ4 − h3|m4
+ φ3,

���
hv = Y = Mvζv |φv − hv−1|mv

+ φv−1,

C:�2.D

��� Mi =
∏i

j=1 mj� ζi =
∣∣M−1

i

∣∣
mi
�

%�����(����	� ����� � �������		 � �	�� :�/ 	 ���	
	���
3	� �����	�� :�2 � ����� C:�4D ��� �����#>	� ��(�����

��(����& ��*

;�( �� � ������������ � >0�2? �����

φ11 = m1ζ11 |φ2 − φ1|m2
+ φ2;

φ12 = m3ζ12 |φ4 − φ3|m4
+ φ4,

#��

ζ11 =
∣∣m−1

1

∣∣
m2

ζ12 =
∣∣m−1

3

∣∣
m4

.

;�( 	�
A = m1m2ζ |φ12 − φ11|m3m4

+ φ12,

#��
ζ =

∣∣(m1m2)
−1

∣∣
m3m4

.
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"�� �����, ������������� �� �	�� :�0 �����	� :�/ ��	��
�	��

��(����& ��,

;�( �� � ������������ � >0�2? �����

φ11 = m1ζ11 |φ4 − φ1|m4
+ φ4;

φ12 = m2ζ12 |φ3 − φ2|m3
+ φ3,

#��

ζ11 =
∣∣m−1

1

∣∣
m4

ζ12 =
∣∣m−1

2

∣∣
m3

.

;�( 	�
A = m1m4ζ |φ12 − φ11|m2m3

+ φ12,

#��
ζ =

∣∣(m1m4)
−1

∣∣
m2m3

.

)����������� �����	�� :�- 	 :�0 ���� &�� �&�&>��� ���
���	(�������� ���	����� ������� 	 ������� ����&��(����	��
 �	 B�� ���	����� 	������� 	 �����=������ ������� ���
=� ���������� �� ����� �� ������, �� 	 �� �#&�� ��������
#>�� �����	 ����&��(����	��

)�� 2���
,��	���� ��
���������� �������
����
���"

 ���������	� �	��� A � ����>�# ���	��	������ �	���� ��	��
���	� 	��� �	��

A = zvqv−1 . . . q2q1 + . . . + z2q1 + z1, C:�22D

��� 0 ≤ zi < qi (i = 1, 2, . . . , v)� q1, q2, . . . , qv $ �������	� �	���
�� ��	����	� C��B��� �� �>� ��(���# �	����� ��	����	� ��
���<�����	 �������	��	D�
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_��	 � C:�22D ��&��� ��	� �������	�, �� mi = qi, ���
i = 1, 2, . . . , v, � ����������	�

A = zvmv−1 . . . m2m1 + . . . + z2m1 + z1, C:�2-D

��� 0 ≤ zi < mi (i = 1, 2, . . . , v), ��=� &�� 	�����(�����
��� �����������	� ��(	3	����� 
���� �	��� G27H�  �	 B��
	�����(���� ����� ���	����	�, ������������� �� �	� :�8�

����� ���������� ���� {φ1, φ2, . . . , φv9⇓
������	���	��� ���&� ����� 
��	 �


�� ����	�����
� ������� �������� 

⇓
��� ��������	
��� 
�
	�� 
��
�	���

⇓
������	���	��� 
��	 ����	�����
� ������� �������� �


�� ������� �������� � �����	���� b

⇓
������ ��� 
�
	�� 
��
�	��� 
 �
������	� b

���� =�5: ?����� ����0��
���, ����	�%����� ������" �%������, 	�,

�������
����, ���������� '���" %���� 
 ��	����� ������� �%������,

!��	��	� ��(������ 3	
�� z1, z2, . . . , zv ���	��	������
�	���� ��	����	� ��=��, ����	���, � ����>�# ������		 G;.H�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z1 = φ1,

z2 = ζ2 |φ2 − z1|m2
,

z3 = ζ3 |φ3 − (M2z2 + z1)|m3
,

���
zv = ζv |φv − (Mv−1zv−1 + . . . + M2z2 + z1)|mv

,

��� �	��� ζi 	 Mi (i = 1, 2, . . . , v) �(�� 	( 
������ :�2.�
'�� ��� ����������	� ����� ���	��	������ �	���� ��	����

�	� � ����>�# b�	���� �	���� ��	����	� $ 	(������ ����
���� C����	��� b = 2)�

m1 = (a
(1)
g−1 . . . a

(1)
1 a

(1)
0 )2,
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m1m2 = (a
(2)
g−1 . . . a

(2)
1 a

(2)
0 )2,

���

m1m2 . . . mv−1 = (a
(v−1)
g−1 . . . a

(v−1)
1 a

(v−1)
0 )2,

� ���	����	� C:�2-D � ����������	�� 3	
� zi (i = 1, 2, . . . , v)
	 ����� m1, m1m2, . . . , m1m2 . . . mv−1 � 	������ �	���� ��	����
�	� � �������	�� b ��� ��(���� � �	���� ��	����	� � �����
���	�� b� Y���� ������ ���(��, �� ��(������ 3	
�� 	����
���� ����������	� � �	���� ��	����	� � �������	�� b, ����

���	������� �	������� C� (���(�����	�� �� ���� 3	
��D �

���	�����	�� ��(������ 3	
� ���	��	������ �	���� ��	��
���	��
 ��	�� ���(������, ���	��	������ �	���� ��	����	� �����

�� ���&�� ��� ��������	� ����������� �����3	� � ��&�����
��� C���	��	������D ����������		� ������ B	 ��(��=���	
������ (� ����	 �&��=������ ����

)�# *�	���

�  �����=��� ���	��� +	������ ������ �& ������ ���
������� ��	�����	� ���� 	 ���	(�������� ���	����� ���
�����, ��(����#>	� �� �������	# � �����	������ 
�����
��� ��>������� �����	�	� ���	�	�� ��(������ ������
=������ ���	����	��

�  ������� ��� ���	��� �������	� �����	�� �����������
�	� ��(	3	����� 
���� �	��� ��� ���	(�������� ���	���
��� �������, ��(����#>	� �����	� ����������� v C���
�	����� �������D 	 �log2 v� <���� ����&��(����	��

�  �����=�� ���� ����>��	� ����	(�3		 
������ ��� ����
��������	� ��(	3	����� 
���� �	���, ���������� ��
��	�����		 ���3	������ ��������

� )����������� ���	�	�� �����=������ ������� �����
�	�� �����������	� ��(	3	����� 
���� �	��� ��=�
&�� �&�������� ������������	���	�� ������� 	������� 	
�����=������ ��������



����� �

���	���	 s#�	����
��
���	���� �����	������

;�����, s#����!�  !���
�!�& ��	��,���!� �������
���, ,
�,���, �	#
��� �� ����
�"� �� ���������� ��	��,��"� '��� ���'����%����� �#
������
� ;	���� ���	������"� ����	" ���������� �������� !���
�!�
�������
���, � ��	��. m �� ���������
��" �� ��������� ���0+�� ���#
��
�
 %����
"� 	���"�� ��������"� �� ���������� �������
�"� ��!�%�#
���� 
"%���������

3�� &����������� 4%��������
,���“ �����
s�����%� �������	���"

@�>����#>	� �����	�� ���������� ��	
��	�	 ��	��	���
����� �� ����	(�3	# &	������ �����3	� φ = |φ1 • φ2|m C�	����• �(����� ���������# �����3	# $ ���=��	�, ���	��	�, �����
=��	�D�

φ1 φ2⇓ ⇓
• (mod m)
⇓
φ

s������ ��������� �����3	�� �� &���� ��(���� �����3	#

�2����
	��
�� ��%�
��& ���������	

�� � ���� ��	��& ���������	
� � +-& �N& ��N&
��)& �,).#
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���� 6�7: s#���"� �������0�"� �������� � ��	��. m� ����0��.-��
���	������"� H!���������0�"�“ ����	

φ = |φ1 • φ2 • . . . • φs|m �	���
φ1 φ2 · · · φs⇓ ⇓ ⇓

• (mod m)
⇓
φ

]����, ��=�, ��	��, �� ����� φ1, φ2, . . . , φs ��������
���� � ����>�# ���	���� �	���� ��	����	�

φj = (ag−1, j . . . a1, j a0, j)2 = ag−1, j2
g−1 + . . . + a1, j2

1 + a0, j,

��� ai, j ∈ {0, 1}, i = 0, 1, . . . , g − 1� j = 1, 2, . . . , s, 	�	 � ��	�
����� ����� Y���� (�����	� ������ m 	 ��(������� g ���(���
���<��	�� g = �log2 m��
'���	3	����� s������ ������� �� �����# m ����������

���� 	�� 	��� ������	���# ������� � �log2 s� �������	 	
s − 1 &	������	 C������������	D ���������	 CΣ mod mD ��
�����# m C�	�� ;�2D�
!���� (����=�	 ����� �������� ��������
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���� 6�9: s#���"� �����,	��#!���
�� �������� � ��	��. m� ����0��#
.-�� ���	������"� H!���������0�"�“ ����	

TΣ = τΣ �log2 s�, ��� τΣ $ ����� (����=�	 &	������� ������
��� �� �����# m�

'���	3	����� �����	� ����	(�3		 i������� ����	�����	�
�� �����# m &���� ��(���� ?���	(��������“�

'���	3	����� s������ ������� ����(����������������
�����	� ����	 	( ���������������������������� ���	���
���	�� 	 ������	��#>��� &	������� �������� CΣ mod mD ��

�����# m C�	�� ;�-D�

+��	����� �	����	��������, ���&���	��� ��� ��������	�

�����3		 φ =
∣∣∣∑s

j=1 φj

∣∣∣
m
, ����� ���	����� ��������� $ s 	

������ ��	�������
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3�� 4*������
,���“ ����� s�����%� ��������
	���"

)������	� �����	� s������� ����	�����	� �� �����# m, �
������ ����� �	��� φj (j = 1, 2, . . . , s), 	�����(����� ��(����
��� 3	
�� ai, 1, ai, 2, . . . , ai, s (i = 0, 1, . . . , g − 1)�

��(����& 
��

;�( �� �	������� g �����'� �
��� ����
����� �����' ��
�����3 mC

ξg−1 =

∣∣∣∣∣
s∑

j=1

ag−1, j

∣∣∣∣∣
m

, . . . , ξ1 =

∣∣∣∣∣
s∑

j=1

a1, j

∣∣∣∣∣
m

, ξ0 =

∣∣∣∣∣
s∑

j=1

a0, j

∣∣∣∣∣
m

.

;�( 	� �	������� ��������	� ����)���� ���
��� ξi �� ���
�� 2i (i = 0, 1, . . . , g − 1)C

ξ̂g−1 =
∣∣ξg−12

g−1
∣∣
m

, . . . , ξ̂1 = |ξ12|m , ξ̂0 = |ξ0|m .

;�( *� �	
������ ��������� s�����#� ������������C

φ =

∣∣∣∣∣
g−1∑
j=0

ξ̂j

∣∣∣∣∣
m

.

@������ �����	�� ;�2 ��������� � ����>�# �	�� ;�/�
\������� ��� ������������� ��������	� �����	�� ;�2

C�	�� ;�0D �����=	 ���	�� ������	� ���	���� ��(������ 3	
�

a0, 1, a0, 2, . . . , a0, s;
a1, 1, a1, 2, . . . , a1, s;
���

���
���

ag−1, 1, ag−1, 2, . . . , ag−1, s,

g ������������ ����	��� ��	�	3 CQr�g mod m, . . ., Qr�1 mod mD
�� �����# m 	 g − 1 &	������ ��������� CΣ mod mD �� �����
�# m� "�� �&���� 	�����(����� (�����	� ������ 2 ≤ m < 128
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φ1 =
φ2 =
���
φs =

(ag−1, 1 ag−2, 1 . . . a1, 1 a0, 1)2
(ag−1, 2 ag−2, 2 . . . a1, 2 a0, 2)2
���

���
���

���
(ag−1, s−1 ag−2, s−1 . . . a1, s−1 a0, s−1)2
(ag−1, s ag−2, s . . . a1, s a0, s)2
↓ ↓ ↓ ↓
ξg−1 ξg−2 . . . ξ1 ξ0↓ ↓ ↓ ↓
ξ̂g−1 ξ̂g−2 . . . ξ̂1 ξ̂0

↓ ↓∣∣∣ξ̂g−1 + ξ̂g−2

∣∣∣
m

. . .
∣∣∣ξ̂1 + ξ̂0

∣∣∣
m

↘ ��� ↙

φ =
∣∣∣∑g−1

r=0 ξ̂r

∣∣∣
m

���� 6�3: ?�,�����, � ��!������ 6�7

������ &	������ ��������� &��� 	��� 2$/ ������� ������
��� �������� �������	������� �������� $ ����	� ��	�	3
CQr�i mod mD �� �����# m�

���&�� 
��
4��)��� E2 ��������� >��%�� 1�*? �� �����3 13� (���'�� ����
)���� � ��������� �����������	 �� ���� 1�.�

"�� �������	� s������� ����������� ��������
����(���������������� �����	� 	�����(��� ����� J�������

φ = |ξg−12
g−1 + ξg−22

g−2 + . . . + ξ12
1 + ξ0|m =

=
∣∣∣∣∣∣(. . .

∣∣(∣∣(|ξg−12|m + ξg−2

)
2
∣∣
m

+ ξg−3

)
2
∣∣
m

+ . . .

. . . + ξ1) 2|m + ξ0|m ,

��� �	��� ξg−1, . . . , ξ1, ξ0 �(�� 	( �����	�� ;�2�
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���� 6�4: F������� � ��	��. m �����,	��#!���
�!� 	����
�,� ����0#
��.-�� H
�������0�"�“ ����	

\�������, ����	(�#>�� B� 
������ ����������� ��
�	�� ;�7 	 �����=	 ��������������������������� ���	��
���	��, ����	� ��	�	3 CQr mod mD �� �����# m ��������
��(���� �������, ���������� � ��	����� ���� C<	
���
�� $ bc �� 	�����(����D, &	������ ������	��#>	� �������
Σ mod m �� �����# m 	 ����=	��� �� �	��� - �� �����# m,

���3	��	��#>	� � ��	����� �����  ������	� �� ��&��
�������� 	�����(���� ��� ���=��	�� *��&���	���� 	������
(����	� ����	�� ��	�	3 � ����������	�� ��(����� � ��	�
����� ���� �&6������� ������� ����	(�3		 � B�� ������
����=	��� �� ������� �� �����# m�

 �	��� ����� ����=	��� �� �	��� - �� �����# 5 ��������
��� �� �	�� ;�:� _��	 	�����(���� ����	� ��	�	3 � ������� ���
(����� � ���	���� �	���� ��	����	�, � ����� ������ �����
=	��� ���&���	�� ������	� ��<	
���� 	 	�����(���� ����
���� �� �����#, 
���3	��	��#>	� � ���	���� �	���� ��	��
���	��
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>������ 6�7: N���	�"� 	���"� � ������ 6�7

6 6 78
8 77 7
77 78 6
9 = 6
5 6 5
6 @ 6
6 7 8
= < 4
= 78 6
7 8 78
4 8 =
8 = 5
5 9 6

1 0 0 0
0 0 0 0
1 0 1 1
0 0 1 0
0 1 0 1
1 0 0 0
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 1 1
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 0 0
0 1 0 1︸ ︷︷ ︸

↓

↓︷ ︸︸ ︷
1 0 0 0
1 0 1 1
1 0 1 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 0 1
0 0 0 1
0 1 1 0
1 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 1 1
0 0 1 0︸ ︷︷ ︸

↓

↓︷ ︸︸ ︷
1 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 0
1 0 1 0
0 1 1 1
0 1 0 1
1 0 0 0

4 12 1 2
↓ ↓ ↓ ↓
6 9 2 2
↘ ↙ ↘ ↙

2 4
↘ ↙

6

���� 6�5: *������"� ����� ���������� �������� !���
�!� �������
�#
��, 3@ �����	�
 � ��	��. 73

3�� 4*������
,���“ ����� s�����%� �������
��	���"

 ���&��(����	� ��(	3	������ ����������	� �	��� � ���� C���
���D �� �����# C�������D ��	������� ��	 	�����(����		
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���� 6�<: �������� � ��	��. m �����,	��#!���
�!� 	����
�,� ����0#
��.-�� ����� �������

���� 6�=: ��������� ����1����, �� %���� 9 � ��	��. 5
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�������������� ��	
��	�	 ������, ���������� �� +	���
���� ������ �& ������� )������	� ������� �����#>��� �	�
���

φ =

∣∣∣∣∣
z∑

j=1

Yj

∣∣∣∣∣
m

,

���

Y1 = bt−1, 12
t−1 + bt−2, 12

t−2 + . . . + b1, 12
1 + b0, 1,

Y2 = bt−1, 22
t−1 + bt−2, 22

t−2 + . . . + b1, 22
1 + b0, 2,

���

Yz−1 = bt−1, z−12
t−1 + bt−2, z−12

t−2 + . . . + b1, z−12
1 + b0, z−1,

Yz = bt−1, z2
t−1 + bt−2, z2

t−2 + . . . + b1, z2
1 + b0, z;

bi, j ∈ {0, 1} (i = 0, 1, . . . , t − 1; j = 1, 2, . . . , z)�
F	��� Y1, Y2, . . . , Yz ����������# �����	#�

0 ≤
z∑

j=1

Yj < M = m1 m2 . . . mv,

(���� m1 m2 . . . mv $ ��&�� ��������

��(����& 
�	

;�( �� �	������� t �����'� �
��� ����
����� �����' ��
�����3 mC

βt−1 =

∣∣∣∣∣
z∑

j=1

bt−1, j

∣∣∣∣∣
m

, . . . , β1 =

∣∣∣∣∣
z∑

j=1

a1, j

∣∣∣∣∣
m

, β0 =

∣∣∣∣∣
z∑

j=1

a0, j

∣∣∣∣∣
m

.

;�( 	� �	������� ��������	� ����)���� ���
��� βi �� ���
�� 2i (i = 0, 1, . . . , t − 1)C

β̂t−1 =
∣∣βt−12

t−1
∣∣
m

, . . . , β̂1 = |β12|m , β̂0 = |β0|m .
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;�( *� (��������

β̂0 = φ0, β̂1 = φ1, . . . , β̂t−1 = φs

� �	������� ��#����� 1�*�

@������ �����	�� ;�- ��������� � ����>�# �	�� ;�;�
]��������� ������������� ����	��#>��� ����&��(������,

����	(�#>��� �����	� ;�- ����������� �� �	�� ;�4�
�����	� ����&��(����	� ���� ��� �������� ����(������

���������� �����	� �������	� 
������� C����� J������D�

φ = |βt−12
t−1 + βt−22

t−2 + . . . + β12
1 + β0|m =

=
∣∣∣∣(. . . ∣∣(|(|βt−12|m + βt−2) 2|

m
+ βt−3

)
2
∣∣
m

+ . . .

. . . + β1) 2|m + β0|m .

@�������� ����� �������� ����&��(����	� ����(������
���������� �����	� �������� �� ������ ��������
����(���������������� �����	�, �������������� �� �	�� ;�7�
������ ��(���� ���������������������������� ���	���
���	�� 	 ���	����� ������ ����	��� ��	�	3 �� �����# &���
����	�	� "�� ��������	� �����	�� ����&��(����	� ������
��� ����(���������������� �����	� ����&���� t ����

���3	��	�����	��

3�� s������ ����
"���� ����5����

 �����=����� ��<� �����	�� s������� ����	�����	� 	 ����
��&� 	� ���	������ ����	(�3		 ���� &�� ����=��� � ������
�����	�� 	 ��� ���	������ ����	(�3		 s������� �����������
����=��	�� "�� B��� 	�����(��� ������� K�- 	��������∣∣∣∣∣indg

s∏
j=1

φj

∣∣∣∣∣
ϕ(m)

=

∣∣∣∣∣
s∑

j=1

indg φj

∣∣∣∣∣
ϕ(m)

,

��� g $ ������&��(��� ������ �� �����# m, ϕ (m) $ 
���3	�
A����� � m C���������	� K�0D�  �	 B�� �����	� ����=��	�
���	�� �����#>	� �&��(���
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X1 =
X2 =
���
Xz =

(bt−1, 1 . . . b1, 1 b0, 1)2
(bt−1, 2 . . . b1, 2 b0, 2)2
���

���
���

(bt−1, z . . . b1, z b0, z)2
↓ ↓ ↓
βt−1 . . . β1 β0↓ ↓ ↓
β̂t−1 . . . β̂1 β̂0↓ ↓ ↓
���

���
���

· · · → β̂0 =
· · · → β̂1 =

���
· · · → β̂t−1 =

(ag−1, 1 . . . a1, 1 a0, 1)2
(ag−1, 2 . . . a1, 2 a0, 2)2
���

���
���

(ag−1, t . . . a1, t a0, t)2
↓ ↓ ↓
βg−1 . . . β1 β0↓ ↓ ↓
β̂g−1 . . . β̂1 β̂0

↓ ↓∣∣∣ξ̂g−1 + ξ̂g−2

∣∣∣
m

. . .
∣∣∣ξ̂1 + ξ̂0

∣∣∣
m

↘ ��� ↙

φ =
∣∣∣∑g−1

r=0 ξ̂r

∣∣∣
m

���� 6�6: ?�,�����, � ��!������ 6�9

��(����& 
�*

;�( �� K��������� ���
���� �������� �� φ1, φ2, . . . , φs ���
������ mC

q1 = indg φ1, q2 = indg φ2, . . . , qs = indg φs.
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���� 6�@: z#���"� ��������
����0 �������0��!� 	����
�,� ����0��.-��
“
�������0�"�“ ����	

;�( 	� �	
������ �����

φ =

∣∣∣∣∣
s∑

j=1

indgφj

∣∣∣∣∣
ϕ(m)

� ������������ � ��#������� 1�*" �� ��� ���
���� ������
ϕ (m)�

;�( *� K��������� ����
�	 ��������� D ����)���� ��
���
���3 ������� φ �� �%����� ��%��'� �������� ������
�� ��#�" 
��

gD ≡ φ (mod m),

#�� g , ������%����	 ������ �� �����3 m�

�����	� ;�/ ��������� � ����>�# �	�� ;�2.�
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φ1 φ2 · · · φs⇓ ⇓ ⇓
q1 q2 · · · qs⇓ ⇓ ⇓∑s

j=1 qj (mod ϕ(m))

⇓
φ
⇓
D

���� 6�78: ?�,�����, � ��!������ 6�3

���&�� 
�	
!��� ������������ E2 ��������� >��%�� 1�+? �� �����3 13�
(������� ��#����� 1�E ����
��C

;�( �� 4 ����=�3 �����)���� b ���������� ���
���� ������
���� 5�������� ����������� � ��%��'� 1�* ������� 1�*�

;�( 	� � ������������ � ��#������� 1�* �	
������ ����
�� ���������" ������=���� � ��%��'� 1�*" �� �����3
ϕ(13) = 12 >� ����
�� �� ������� 1�*?� 4���� ����� **�

;�( *� 4 ����=�3 �����)���� b ������� ��������� ������
������� , ����
��� �%�����3 ������� , /�

@�������� ����� �������� ����	(�3		 �����	�� ;�/
����������� �� �	�� ;�22 	 �����=	 ���	�� ������	� �������
���=	���� φ1, φ2, . . . , φs, (����	��#>	� �������� $ Y\�2� 2,
Y\�2� -, ���, Y\�2� i, ������(�������� ��� ������	� (�����	� 	��
������ � �������		 � <���� 2 �����	�� ;�/, s������ ������
��, 
���3	��	��#>	� �� �����# ϕ(m), �������� Y\�-, �����
��(�������� ��� ������	� �&����� (�����	� 	������� � ����
����		 � <���� / �����	�� ;�/�

3�# 6������� ������ �� ����
!

�������� ��������� ����������� ������ ����	(�3		
s������ ���������� �����3	� ������� ������������ ����	�



7#,# 9�����
� �����2 �� ���&�� 757

>������ 6�9: N���	�"� 	���"� � ������ 6�9

@ @ 78
7 < 77
< 78 @
4 9 @
= @ =
@ 6 @
@ 77 7
9 79 3
9 78 @

77 7 78
3 7 9
7 9 =
= 4 @

���� 6�77: ����� ���������� ���������� �������0��!� s#����!� ����#
1����, � ��	��. m

��	�	3 �� (�������� �����#�
%(�����, �� � ������ ���� 	( 
���3	�������� B�������

������������ ����	�	 ����	(�#�� � �	������ ����	�����
�	��� ���������� ���=����# G-, 0., 7/H�  �	 B�� ����� ����
�	�� �����=	 �� &���� (n − 1) ������ ���������� !�����
�� �	��(� ������������ ����	��� �����&�� 	���������	�� �
G204, 28.H�
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?%(�>���“ ���	�� �������	� �������� ��� ������� ���
�	����� ��	�	3, ������=�� � ��	���		 � ����� 20:4847 C!��
�	��&�	��	�D G2/7H�  �	�3	� �������	� B��� �������� ���
������� � ����>�# �	�� ;�2-�

· · · −→ 0
��� ↑
↑ a

→ · · · b → f → d −→ 0
↑ ↑ c
���

��� ↑
↑ a ↑ a

→ · · · b → f → d · · · b → f → d −→ 1
↑ ↑ c ↑ c
���

���
��� ↑

↑ a ↑ a ↑ a
· · · b → f → d · · · b → f → d · · · b → f → d −→ 1
↑ ↑ c ↑ c ↑ c
1 0 1 0

a = b ∧ c
↑

b → f → d = b ∨ c
↑
c

���� 6�79: ?�,������ ������ ��������, ��������
�� 	�, �	�%��� ����#
%���
� �	����

"�� ��	�����	� ��(����� �� ������� ��������, 	������
(�#>��� ������ ��	�3	�, � ��� �� �����# m ��=�� �����	�
�����, ����	(�#>�# ����=��	��

f1 = x1

m∧
i=1

xi ∨ xm+1

2m∧
i=m+1

xi ∨ . . . ∨ x(k−1)m+1

km∧
i=(k−1)m+1

xi;
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f2 = x2

m∧
i=1

xi ∨ xm+2

2m∧
i=m+1

xi ∨ . . . ∨ x(k−1)m+2

km∧
i=(k−1)m+1

xi;

���

fm = xm

m∧
i=1

xi ∨ x2m

2m∧
i=m+1

xi ∨ . . . ∨ xmk

km∧
i=(k−1)m+1

xi,

��� x1, x2, . . . , xmk $ ������ 	�������� ����	�� ��	�	3�

]���� B�������� ��<��	� ��(����# �����	� ����� &�����
������#>	� ����	�	 � �����#, ��	�3	� �������	� ������
������=�� � G:H� ������, ����	�	(�3	� ������ &���������	�
��� B	� ��������������� ����, �&�����	����� 	�����(����	�
�� ��	��������� ��	�3	�� 
���3	��	�����	��

*�	&���� �����<����� �� ��< �(���� ����	�� �	��(� ���
���������� ����	��� ��	�	3, 
���3	��	��#>	� � ��	�����
����� �� �����#, 	(��=��� � G:;, :4H� ! ������ ��&��� ���
�����<��	� ���=���	 ������������ ����	��� �����������
	�����(���� ��� ������ ���� �������(	3		 G:7H 	 ���� 
���
��	(�3		 G::H, ��(��&������ ��� B���������� �	����	���
��	� 
���3	�� ! �	�� &���<�� ��=���	 B	� ������ ��� ���
��	(�3		 ������������ ��<� ������ s������� �����������
����	�����	� ������	��� �� �	� &���� �����&���

2� ���������'����	 ������ \�	����� ����������
��� ��� ����� �� �����# m ���	����� ��	�	3 ����
	����� ���� A = {a1, a2, . . . , ag} �������	� ��� ���

Y =
(
y

(0)
g , y

(1)
g , . . . , y

(m−1)
g

)
1
, ����������#>	� �����	#

y(α)
g (A) =

{
1, ��	

∑g
i=1 ai (mod m = α);

0, ��	
∑g

i=1 ai (mod m �= α).

@������� G:7H ��	����� ������������ ��(	3	����� ���
Y (A) ��=� &�� ���������� �����(	3	�� B����������
�	����	����	� 
���3	� 	�	 ���	��	����	� �	����	����	�
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���3	��

y(α)
g (A) =

l∨
i=0

f (α+im)
g (A) = f (α+im)

g (A), C;�2D

��� α = 0, 1, 2, . . . , m−1� f
(α+im)
g (A) $ ���	��	������ �	����	�

������ 
���3	�, ����#>���� �	(6#��3	�� B���������� �	��

���	����	� 
���3	� f
(α)
g (A), 	������ ������ ��	�	��# (���

���	� α = α, α + m, . . . , α 	g/m
m, ��	��� α ≤ g�
5#&�� B���������� �	����	������ ��5 ��=� &�� �����

������� �����(	3	�� 
���3	� ��(��=��	�, (��	��>	� � �����
<��� �	��� ���������� �	�� G:7H

f (α)
g (A) =

∨
{Cr}

f (α1)
m1

(A1)f
(α2)
m2

(A2) . . . f (αr)
mr

(Ar), C;�-D

��� f
(αi)
mi (Ai) $ 
���3		 ��(��=��	�, ������ ����#�� B������

�����	 �	����	����	�	 
���3	��	� r $ ������� ��(��=��
�	�� Cr = α1, . . . , αr $ r������� ������ αi $ B����� r��������

������ Cr, ����#>����� 	������� 
���3		 f
(αi)
mi (Ai)� {Cr} $

���=���� ���� r������� �������, ����������#>	� �����	#

r∑
i=1

αi = α (αi ≥ 0) ;

Ai $ ���=���� ���������� 
���3	� ��(��=��	� f
(αi)
mi (Ai), ����

�������#>	� �����	���

A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ar = A,

Ai ∩ Aj = ∅, ��	 i �= j.

@ ����� ��(��=��	� C;�-D �������	� C;�2D �������� G:4H ���
=� &�� ����������� � �	���

y(α)
g (A) =

∨
{Cr}

y(α1)
m1

(A1)y
(α2)
m2

(A2) . . . y(αr)
mr

(Ar), C;�/D
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��� {Cr} $ ���=���� r������� ������� Cr = α1, . . . , αr B���
����, ������ ����������# �����	#�

r∑
t=0

αt (mod m) = α. C;�0D

'��	� �&��(��, �������� G:4H ����� 
���	�����	� ����� � ���
�	����� ��	�	3 ���	����� ���� A �� �����# m ��=� &��
�	��(	������ ���� ��������������� ��������� �������(	�
3		 �	���� 
���3	� Y (A), ��	����#>�� ��&�� �����, ��
������ �&�&>������ ��(��=��	� C;�0D�
J��&	�� 	 ���=���� ���� �	��(	������ ������������

����	��� &��� (��	��� � ��������� ��(��=��	� r 	 ��>�
���	 ���=��� Ai �� ��=��� <��� �������(	3		�
@���� ������������� ����	��, �	��(	�������� ������

��(��=��	� �� ���������� �����=	 G:4H�

L (Y (g)) =

{
(3g/2 + 2)(g − 1), ��	 g < m;

(3m + 1)(m − 2)/2 + 3m(g − m + 1), ��	 g ≥ m

B������� %, %5%�
@���� ������������� ����	��, �	��(	�������� ������ ���

�������� �����	�	�������� �������(	3		 � ��������� r = 2
�����=	 G:4H�

L (Y (g)) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(g + 3)(g − 1) + g 	log2 g
−
−2
log2 g�+1 + 2, ��	 g < m,

L (Y (�g/2�)) + L (Y (	g/2
)) +

+2 (�g/2� + 1) (	g/2
 + 1) − m, ��	 m ≤ g ≤ 2m − 2,

L (Y (m1)) + L (Y (m2)) + 2m2 − m, ��	 g > 2m − 2

B������� %, %5%, ��� m1, m2 ≥ m − 1�
-� G��������'����	 ����� G::H ��=� &�� ��	����� ���

�	��(� ������������ ����	��� ��	�	3, 
���3	��	��#>	�
�� �����# m, &�������� �������� �������	������ 
���3	�,
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������	���� �������� B���������� �	����	����	� 
����
3	� G:4H�

y(α)
g (A)y(β)

g (A) =

= f (α+jm)
g (A)f (β+jm)

g (A) =

=

{
y

(α)
g (A) = f

(α+jm)
g (A), ��	 α = β,

0, ��	 α �= β,

y(α)
g (A)y

(β)
g (A) =

= f (α+jm)
g (A)f

(β+jm)
g (A) =

=

{
y

(α)
g (A) = f

(α+jm)
g (A), ��	 α �= β,

0, ��	 α = β.

�����	(�3	� (���#����� � ����&��(����		 �	���� ���	�
����	� �������	� �	�� C;�/D � �������		 � ����������	���∨

{C′
r}

y(α1)
m1

(A1)y
(α2)
m2

(A2) . . . y(αr)
mr

(Ar) =

=
t∧

i=1

F (γi)
r

(
y(βi)

m1
(A1), y(βi)

m2
(A2), . . . , y(βi)

mr
(Ar)

)
=

=
t∧

i=1

F (γi)
r (Yi),

��� F
(α)
r (A) $ ��������� ����������� 
���3	� r ��������

��� � ������� α, A
′
r $ ���=���� r������� �������

Ar = α1, α2, . . . , αr ������ 	��, ���������� ������������
B������� 
	��	��������� ���=���� 	������� α1, α2, . . . , αr,
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��	����
t∑

j=1

γjβj =
r∑

i=1

αi = α.

@���� ������������� ����	��, �	��(	�������� ������

����	(�3		 Cr = 2D �� ���������� �����=	 G:4H�

L (Y (g)) = L (Y (m1)) + L (Y (m2)) + l1

B������� %, %5%, *_, ���

l1 =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

g2/4 + g + 2, ��	 g < m, g = 2�g/2�,
(g2 + 1)/4+
+3g/2 + 1, ��	 g < m, g �= 2�g/2�,
(g2 + 1)/4+
+5g/2 − m + 2, ��	 m ≤ g ≤ 2m − 2, g �= 2�g/2�,
m2 + m, ��	 m ≤ g ≤ 2m − 2, g > 2m − 2,

��� m1 = g �= �g/2�, m2 = g �= 	g/2
, m1, m2 > m�
]���������	� �	��(	������ ������������ ����	���

����������� ���&	��� ������  �	 B�� ��� ���&	��� ����� ���
�	����� ����	������� ���	����� �������������� ����	����
��� ���	����	� B������� � ����� ����� � �� �������  �	�����
�3���	 ���&	�� �����, ���������� � G:4H�
J��&	�� �����, �	��(	�������� ������ �������(	3		

����������� ����������� ����=��	��

H(Y (g)) = H (Y (�g/r�)) + 2.

! (��	�	���	 � ��(�	���� ������� �������(	3		 ���� &��
�������� 	 ��(�	���� (�����	� ���&	�� ������ '��, � ������
��	�����	� ����� �������(	3		, ���������#>�� ��&�� ��(�
��=��	� �� ����������, 	��� ���� ����	������� ���&	�� ����
��, ������ (��	�	 � ���	����� ���������� g 	 ��������
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��(��=��	� r 	 ����������� �3������

H(Y (g)) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2 	g/(r − 1)
 + 2, ��	 (t + 1)(r − 1) > g ≥ t(r − 1) + 2

	 r > 2,

2 	g/(r − 1)
 , ��	 t(r − 1) + 1 > g ≥ t(r − 1)
	 r > 2,

2(g − 1), ��	 r = 2,

��� t $ 3���� �	����
@���� �	�	������� ���&	�� &��� �������� ��	 	�����(����

�		 ����� ���������� �����	�	�������� �������(	3		, �����
�� ��=��� <��� ��>���� ������=��� ���������� 
���3	�
��(��=��	� ��	������ 	�	 ��	����� �� &����, ��� �� ��	�	�
3�� J��&	�� ����� ��	 B�� ����������� �3�����

H(Y (g)) = H (Y (�g/r�)) + 2 ≈ 2 logr g.

 �	 �	��(� ���� ������ 
����	(�3		 ���&	�� ����� ��
�������	# � ������ �������(	3		 ��(������ A� �&������
���� ���&���	����# ����	(�3		 �	���� ��������� ���������
��� 	�	 B���������� �	����	����	� 
���3	�� J��&	�� ����
�� ��	 B�� ����������� �3�����

H(Y (g)) = H (Y (�g/r�)) + r + 1.

"�� ������ 
����	(�3		 ���	����	� �������	� �	�� C;�/D, ���
��#>	��� ��(������ ���������� �����	�	�������� ������
��(	3		, �3���� ���&	�� ����� 	��� �	�

H(Y (g)) ≈ (r + 1) logr g.

'��	� �&��(�� ��	����<�# ���&	�� 	��# �����, ��������
��� � ��(����� ���������� �����	�	�������� �������(	3		�
\���	���	� �������� ��(��=��	� ��	���	 � �����<��	# ����
&	�� ����� (� ��� ����	���	� �� ���=���	�
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3�' 2���
,��	���� ��������� �����������
�������	
���� ����


! G:2H ��� �������	� ����	(�3		 �������� ���������� ����
�	�����	� ������=��� 	�����(���� ��	�3	� ��������	(�3		
����������	� ��B

	3	���� C������D ��	
��	������� ���
�	����� A� ��	�3	� ��=�� ��(�	� �����, 	�����(�� �����=��
����� 	(&������ ����������	� ��B

	3	���� G22., 220H�
 ��� ��B

	3	��� A0, A1 . . . , A2n−1 C&���� ��	�� 	�

����	3�������	D ��	
��	������� ���	����

D(X) = A0v0 + A1v1 + · · · + A2n−1v2n−1, C;�8D

��� v0 = 1, v1 = xn, . . . , v2n−1 = x1x2 . . . xn, ����������� �
���	���� �	���� ��	����	��

Ai = ak−1, i2
k−1 + ak−2, i2

k−2 + · · · + a0, 1, C;�7D

i = 0, 1, . . . , 2n−1� aj, i ∈ {0, 1} (j = 0, 1, . . . , k−1) $ ��(������
3	
���
 �������� C;�7D � C;�8D �����	�

Y =
2n−1∑
i=0

k−1∑
j=0

aj, ivi2
j. C;�:D

 �	�3	� ������������� ���=��	� (���#����� � 	�����(����
�		 ������������ 
���� ����������	� �������  ��� ����
������

A1 = (a1, k−1 a1, k−2 . . . a1, 1 a1, 0)2,

A2 = (a2, k−1 a2, k−2 . . . a2, 1 a2, 0)2

����������# �����	#

a1, j ∧ a2, j = 0 (j = 0, 1, . . . , k − 1). C;�;D

'���� ���=��	� A1 + A2 ��=�� ����	(���� ������������ ���
�	����	� ���=��	��

ak−1 = a1, k−1 ∨ a2, k−1,
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ak−2 = a1, k−2 ∨ a2, k−2,

���
a1 = a1, 1 ∨ a2, 1,

a0 = a1, 0 ∨ a2, 0.

������	��� &	������ �����3		 ��=� &�� ���������� 	 2n�
����� �����3	� ���=��	��

A =
2n−1∑
i=0

Ai. C;�4D

_��	 	(�����, �� �������� Ai (i = 0, 1, . . . , 2n − 1) �������
����# �����	#

2n−1∑
i=0

ai, j = wj ∈ {0, 1} (j = 0, 1, . . . , k − 1), C;�2.D

��� wj (j = 0, 1, . . . , k − 1) $ ��� ������� ���&	��3		 C���	���
��� ��	�	���� �	������D, � C;�4D ��=�� ���	��	� �����#�
>	� �&��(���⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

An−1 = an−1, k−1 an−1, k−2 . . . an−1, 1 an−1, 0
An−2 = an−2, k−1 an−2, k−2 . . . an−2, 1 an−2, 0

���
���

���
���

���
A1 = a1, k−1 a1, k−2 . . . a1, 1 a1, 0
A0 = a0, k−1 a0, k−2 . . . a0, 1 a0, 0

A = ak−1 ak−2 . . . a1 a0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , C;�22D

��� aj (j = 0, 1, . . . , k − 1) $ 3	
�� ����������	� A, ��������
��� � ����>�# ������������� ���	������� ���=��	�

aj =
2n−1∨
i=0

ai, j (j = 0, 1, . . . , k − 1). C;�2-D

@���������� ��� �������	� Y ����=��	� C;�22D ������ ���
���	��� � �	���
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

v2n−1An−1 = v2n−1an−1, k−1 . . . v2n−1an−1, 0
v2n−2An−2 = v2n−2an−2, k−1 . . . v2n−2an−2, 0

���
���

���
v1A1 = v1a1, k−1 . . . v1a1, 0
v0A0 = v0a0, k−1 . . . v0a0, 0

Y = ak−1 . . . a0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , C;�2/D

��� aj =
∨2n−1

i=0 viai, j, ��	��� aj = wj (j = 0, 1, . . . , k − 1)�
\������� ����&��(����	� � B�� ������ ��=� &�� ����	�

(����� ������<�� ��(������ �������	��� �� ��	�����, �	&�
���	3��  Y\, 	 ��&�� �	�	������� ��������� 	 �������
����� (����
@�>�������� ��������� B��� ����� ������� ��� �����

�	������� �	(��� ���������# ���, �� 
���� ���� ���� ����
������ Ai (j = 0, 1, . . . , 2n − 1) &��� ����������� �����	#
C;�2.D�
 ������	� Ai (j = 0, 1, . . . , 2n − 1) � ����>�# 	(&������

�����(������ �	���� ��	����	��

Ai =
k−1∑
j=0

a
′
i, j2

j (j = 0, 1, . . . , 2n − 1),

��� a
′
i, j ∈ {−d2, . . . , −1, 0, 1, . . . , d1} (j = 0, 1, . . . , 2n − 1)�

d1 = max{w(1)
0 , w

(1)
1 , . . . , w

(1)
k−1}, w

(1)
j =

2n−1∑
i=0

a
′
i, j,

��� a
′
i, j > 0 (j = 0, 1, . . . , k − 1)�

d2 = min{w(2)
0 , w

(2)
1 , . . . , w

(2)
k−1}, w

(2)
j =

2n−1∑
i=0

a
′
i, j,

��� a
′
i, j < 0 (j = 0, 1, . . . , k − 1)�



7<9 !�	�	 7# $���	��� s3	����� ���&� ����� �&������	�� 

���	3� (a
′
i, j)2n, k �������	� ������ 	( d1 + ghi(d2) ���	3�

(
a

′
i, j

)
2n, k

=

d1∑
s1=1

(
a

(s1)
i, j

)
2n, k

+

ghi(d2)∑
s2=1

(
a

(s2)
i, j

)
2n, k

, C;�20D

���

a
(s1)
i, j ∈ {0, 1} (s1 = 1, . . . , d1);

a
(s2)
i, j ∈ {0, −1} (s2 = 1, . . . , ghi(d2)).

 �	 B�� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
w

(s1)
j =

2n−1∑
i=0

a
(s1)
i, j ∈ {0, 1},

w
(s2)
j =

2n−1∑
i=0

a
(s2)
i, j ∈ {0, −1},

C;�28D

��� s1 = 1, . . . , d1� s2 = 1, . . . , ghi(d2)� j = 0, 1, . . . , k − 1�
 ����	<�� C;�20D � �	��

(
via

′
i, j

)
2n, k

=

d1∑
s1=1

(
via

(s1)
i, j

)
2n, k

+

ghi(d2)∑
s2=1

(
via

(s2)
i, j

)
2n, k

.

���	3��
(
via

′
i, j

)
2n, k
,

(
via

(s1)
i, j

)
2n, k

(s1 = 1, . . . , d1) 	(
via

(s2)
i, j

)
2n, k

(s2 = 1, . . . , ghi(d2)) �����	� � �������	� �	���

Y , Y (s1) (s1 = 1, . . . , d1) 	 Y (s2) (s2 = 1, . . . , ghi(d2))�  �	���

Y =
2n−1∑
i=0

k−1∑
j=0

via
′
i, j2

j =
k−1∑
j=0

aj2
j;

Y (s1) =
2n−1∑
i=0

k−1∑
j=0

via
(s1)
i, j 2j =

k−1∑
j=0

a
(s1)
j 2j (s1 = 1, . . . , d1),



7#-# 6����0���	��� ���������� ����2������ ������	����� ����� 7<3

��� a
(s1)
j ∈ {0, 1} (s1 = 1, . . . , d1),

Y (s2) =
2n−1∑
i=0

k−1∑
j=0

via
(s2)
i, j 2j =

k−1∑
j=0

a
(s2)
j 2j (s2 = 1, . . . , ghi(d2)),

��� a
(s2)
j ∈ {0, −1} (s2 = 1, . . . , ghi(d2))�

3	
�� a
(s1)
i, j 	 a

(s2)
i, j (i = 0, 1, . . . , 2n − 1; j = 0, 1, . . . , k − 1)

��&	��#�� ��	� �&��(��, ��&� ����������� �����	�

Y (s1) ≥ Y (s2). C;�27D

_��	 �����	� C;�28D ���������, � ��� ���	����	� 3	
� a
(s1)
j

(s1 = 1, . . . , d1) 	 a
(s2)
j (s2 = 1, . . . , ghi(d2)) ��=�� �������(��

����� ����� ������������ �������

a
(s1)
j =

2n−1∨
i=0

a
(s1)
i, j (j = 0, 1, . . . , k − 1; s1 = 1, . . . , d1),

a
(s2)
j =

2n−1∨
i=0

a
(s2)
i, j (j = 0, 1, . . . , k − 1; s2 = 1, . . . , ghi(d2)).

'��	� �&��(��, ������������ ��(���� ����&��(����	�
����������� ����=��	��

Y =

d1∑
s1=1

Y (s1) −
ghi(d2)∑

s2=1

Y (s2) =

=

d1∑
s1=1

k−1∑
j=1

a
(s1)
j 2j −

ghi(d2)∑
s2=1

k−1∑
j=1

a
(s2)
j 2j, C;�2:D

������ � �	�� C;�27D &��� ����	3��������

���&�� 
�*
!��%������ ���� ����� ��F���'������ ��������C

P (X) = 8 + 9x1 + 2x2 + 11x3.



7<4 !�	�	 7# $���	��� s3	����� ���&� ����� �&������	�� 

�����'�" ����������� �� ����
�	� ������'������	� ��F��
��'������ �������� � �� ������������� � ���� ����	 �����'"
�����������3=�� ������	� ���%�������" ����� ���⎡⎣ 1 0 0 0

1 0 0 1
0 0 1 0
1 0 1 1

⎤⎦ =

⎡⎣ 1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 0 0 0

⎤⎦ +

+

⎡⎣ 0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 1

⎤⎦ +

⎡⎣ 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

⎤⎦ .

��� ����)����� ����	 �����%����� �	������� ��� �����'��
��������
����#� ���)�����
(���%������ �������3 �����'� � �����'�" � ������ ���

���������	 �������	� '���	 ��%	��
�� ������	 �
�������"
� �	������ ������������⎡⎣ 1 0 0 0

1 0 0 1
0 0 1 0
1 0 1 1

⎤⎦ →
⎡⎣ 0 2 0 0

1 0 0 1
0 0 1 0
1 0 1 1

⎤⎦ =

=

⎡⎣ 0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0

⎤⎦ +

⎡⎣ 0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 1

⎤⎦ . C;�2;D

� F��� ���
�� �����%����� ������ ���� �����'�� �������
��
����#� ���)����� D�������� ��� �������'�� ����������
�����#� �������� � ������������ � >1�*/? ������������ ��
���� 1�*E�

! �&>�� ������ C��� ���	(�������� ���	����� ������ ���	�
����D ��������� ����� �������� �����=	 C�	�� ;�20D� ����
������	��� ��(������ 3	
� �� ������� ��(����� � ������
��		 � C;�20D 	 C;�27D, d1 	 ghi(d2)������ �������� Σ+, ���
������ ���	���� Σ−, �&�����	��#>	� ��������	� ����=��
�	� C;�2;D�
���� ���������� ���=��	�, ���������� �� 	�����(����

�		 �����=������ 	(&������ �	���� ��	����	�, ��(�����



7#/# ������ 7<5

���� 6�73: O�������
� 	�, 
"%������, ��$''�������
 ������� P (X) =
= 8 + 9x1 + 2x2 + 11x3  Σ+ / 	
��%�"� ������"� ��������&

�����<	� ���	����� ������ ���������� �������� �

2n − t

d1

+
t

ghi(d2)

��(, ��� t $ ���	����� ��	3������� ������ ��	
��	������
�� ���	����� *�������� B��� ����� ������� ���=���� ���
�����	�	(�3		�

3�) *�	���

� ������� s������� ����������� ����	�����	� �������
�������� ���������, 	�����(����� ��	 ����	(�3		 ���
�	����	� 
���3	� ���������� ���������� 
��� ��	
�
��	����	� ���	������ ������ 	(������ ����� s�������
����������� ����	�����	� �� ��	��	������ �� &���<	�
(�����	� �������� s, ������ ��������� ��� �������	�
������ ��	
��	������	����	� 
����

� )�(��&��� ?���	�������“ ���� ����	(�3		 ��������
s������� ����������� ����	�����	�, ������ � ��	�	�
� 	(������ ������ ������� �� �����	�� � ����	����
���	 ��(������	 3	
���	�  ������� ������������ 	
����(��������������� ����� ����������� ����	(�3		 ���
����



7<< !�	�	 7# $���	��� s3	����� ���&� ����� �&������	�� 

���� 6�74: C��!���� ��������
� 	�, 
"%������, ������� � ����
��0�"�
����%���
�� %����


�  �����=�� ����(��������������� ���� s������� ��������
���� ����	�����	�, ���������� �� ����� J������ 	 ����
������� ��� ����������� ����	(�3	��

� )�(��&������ ?���	�������“ ���� ����	(�3		 �������
�� s������� ����������� ����	�����	� ��(�	 ��� ������
���	� s������� ����	��#>��� ����&��(����	� ��(	3	�����
�� ���� � ��� �� �����# m�

�  ������� �&�&>��	� ����� s������� ����������� ����	�
�����	� ��� ����	(�3		 s������� ����������� ����=��	��

� �������� �����3	�� ��(��&������ ������ ������� ����
��3	� ���� ���	����� ��	�	3 �� �����#�

� %(����� B

��	���� ����� �������(	3		 	 
����	�
(�3		 ��� �	��(� ���	����	� ���� ��� ����	(�3		 ������



7#/# ������ 7<=

3	� ������������� ���� ���	����� ��	�	3 �� �����# G:4H�
@����, �	��(	������ �� ������ B	� ������, 	��# �����
��� &���������	�, ��������� 	� ������� ���&	�� �����
���	 �����	
�	����	� ������� � ���	����� g �������
"����� ����� ��(����# �����	����� �������� ���=�
���	 	 &���������	� �	��(	������ ����� %� 	������
(����	� 3������&��(�� ��	 �����	� ��&����	�� � &�����
�����	# ����� 	 ��	 ����� (�����	�� ������ m�

�  �	 &���<	� (�����	�� ������ m ���� &�� 	�����(����
�� ����� �� ������ ��������� 	 B�����	���� ��������
�������� ����	� ��	��������� �����	�, ������=�����
� G:H�

�  �����=�� ���� s������� ����	�����	� ������, �����
��������� � ��(	3	����� ���	���� �	���� ��	����	�,
���������� �� 	�����(����		 �����=������ 	(&������
�	���� ��	����	�, ��(����#>	� �����	� ���	�����
������ ���������� ���������



����� �

����	��� � ���
��������! ���������� �
���������������
��	���	�

;��-���
����� �������, �+���� ��!�%����� 
"%������� 
"�"
��� ���#
1���
� �����	����� ��#�� ������	������ ��!�������� 	����
�� ��	 ������
A@9B� � �� 1� 
���, ��
������ %�� ����	" ��	��,���� ���'������ ����	�#
.� ������0�"�� 
����1����,�� � �����%���. �������, �+���� 
"%��#
����� � �
"+���. �����������%�
���� 
"%�������0�"� ���������

N����	�
���, 
 ������� �������, � ������� �����������%�
"� ��	�#
�,��"� �������� ����
�� ��
�	,��, � <8#� !!� PP �������, ��� 
 ��+��
������ A73� 7<� 93� 34� 3@� 57� 55� 5<� 789� 777� 737� 755B ��� � �� ����1��
A74<� 757� 7<8� 7<<� 7<=� 7<6� 7=8� 7=7� 7=3� 7=4� 7=<� 768� 769� 763� 765B�

��+���� 
 ��	"	�-�� !��
�� ������" 	�	��#���� �	�������" ��$
�������� � 
	�������� ��%
����� ����"
��� 	���� � ����0��
���.
��������"� ������ � ��"����"� 
"����$''����
�"� ����	�
 � ����#
�%���. �������, �+���� � �
"+���. �����������%�
���� ���	��
 ��'#
��
�� ����������

� 	����� !��
�� �" �������, ���0�� 
�����
 ������ $��� ����	�

� ������� ���������� �������
��!� ��!�%����!� �%����

�2����
	��
�� ��%�
��& ���������	

�� � ���� ��	��& ���������	
� � +`& ���& ��`&
�,`& �((.# �����
�����
�� �����
	��
�� �	����	� ���������	
 � +�NN& �N�& �''.#



:#"# *������0 �����
 ����������� ���&� ����� 
��	�� 7<@

7�� ������
, �.��� ���������� ����
"��
���� ������

����� ������� �.���� ��#���������& ��(���%&� �1
���' #�(��.���� &��)�!��(� #����������!

'�� ��� ��(����� ���	����	� ���������� ��	
��	���
���	������ 
���� C-�2D, ���������� ��	 ��(�	���� (�����	��
������ m �� ���������	# �����, � 	��� ���� ���������

µ(a)(X) = µ(b)(X),

��� µ(a)(X) 	 µ(b)(X) ���������� 
���� ��	
��	����	� ���	�
����� C-�2D ��	 ��(�	���� (�����	�� ������ $ �����������
2d 	 m, � ����∣∣∣∣∣

2n−1∑
i=0

ψ
(a)
i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
2d

=

∣∣∣∣∣
2n−1∑
i=0

ψ
(b)
i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣∣∣
m

, C4�2D

��� ψ
(a)
i = |ci|2d , ψ

(b)
i = |ci|m (i = 0, 1, . . . , 2n − 1) $ ������

������ ��B

	3	��� ���	����� µ(a)(X) 	 µ(b)(X) ����������
��	
��	������	������ 
���� C-�2D ��	 �����<��		 �������

m ≥ 2d.

ci (i = 0, 1, . . . , 2n − 1) $ ��B

	3	��� ���	���� D(X)
��	
��	������	������ 
���� C2�/D�
 ���

m > 2d.

'���� ��(���� ���	����	� C-�2D ���=�� &�� ���������� �
����>�# d + l ���	���� ��(�����, ��� (�����	� l �����������
����=��	��

l = �log2 m� − d,

��(������ ��#������
���� ��#��&�����3 ����������	� ���
(����� ����&��(����	� 	 ������� ���	������ 	(&������
���	���� ��(����� ����������	� ��(����� ���	����	� Y �



7=8 !�	�	 :# *������0 �����
 �������
�� ���������

'�� ��� Ymax = 2d−1, � ���������� � ��(����� ���	����	�
Y ���	���� ��(����

yd, yd−1, . . . , y1

&���� ��	�� 	�
����3	�����	, � ����<	��� ���<	� ��(���
��

yd+l, . . . , yd+1

����������	 ��(�����	, �� ��� ��	 �����		 �<	&�� ���
�	����	�

0 ≤ Y < 2d,

� ���	���� ������

2d ≤ Y < 2d+l.

+��������� ����=��	� ��	 B�� &��� �������� �����#�
>	� �&��(���

d+l∨
i=d+1

yi = 0. C4�-D

���&�����	 ���	������ ����	(�3		 ������� ����� ������
�� ������#�� � ����>�# �	�� 4�2� "����� ���� ������� �&���
���	��� ����������� ������� �&����=��	� �<	&�� 	 ��=�
&�� ������������ ��� ������� �<	&��, ��(������ �����	�
���	 ��	����������	 C� ����		 ��������� ���	��� 	� ����
��	�D �� ������ �	�	������� ����������� (��� ��������
���� �&��������	�� ]���� ������# B

��	����� B� ����
������� ��=� ����(�� ��	 �����	(�3		 ������� �������,
�� ��� ������ ��(�����	� ��=�� �����	� � ����� ���&���
����� ������

����	 ������� �.���� L1����&�

���������� ���� � 	(&�������#, �&��(������� 	�����(����
�	�� ������� � �&>	�	 ���=	����	, 	(����	�� � G2.-H 	 ���
(���� L������	�



:#"# *������0 �����
 ����������� ���&� ����� 
��	�� 7=7

���� @�7: ����������%����, ���������, �������, �+���� 
 ��	��,��"�
���'������#��!�%����� '����� �� ����
� ����0��
���, ��!���'��%�#
���� �!��+����� ��	���
����,  ��  QRSm&& / �����������
���"� 
"#
%�������0� '����������.-�� � ��	��. m&

�������� �������	���
� ����������������� ����

 ���=�� ��(��=���� ��	�����	� B	� ����� � �������������
��	
��	������	����	� 
����� C-�2D ��� ���������� ������
��������������� ���	�����	��
 ��� � ����������		 C-�2D ������ m $ �������� �	���,

����, �� m > Ymax, m = m1m2, ��	 B�� gcd(m1, m2) = 1�
'���� ���	���� C-�2D ��=�� �������	� �	���� ����������

��� ��	
��	����	� ���	������

⎧⎨⎩ Y = µ(X) =
∣∣∣∑2n−1

i=0 ψi x
i1
1 xi2

2 . . . xin
n

∣∣∣
m

,

µ(1oOml)(X) =
∣∣∣∑2n−1

i=0 ψ
(1oOml)
i xi1

1 xi2
2 . . . xin

n

∣∣∣
mk

,
C4�/D

��� ψ
(1oOml)
i = |ψi|mk

= |ci|mk
� i = 0, 1, . . . , 2n − 1� k ∈ {1, 2}�

 ��������� �����<��	� C4�/D ��(����� �&�����	� ����
���� �<	&���  �	(����� �&����=	������ �<	&�	 �������
��������	� ����������

∣∣∣µ(X) − µ
(1oOml)
i

∣∣∣
mk

�= 0 	�	 µ
(1oOml)
i �= |µ(X)|mk

. C4�0D



7=9 !�	�	 :# *������0 �����
 �������
�� ���������

 �	�3	� ��������	������ ����	(�3		 B��� ����� �������
��� � ����>�# �	�� 4�-� "����� ��� ��(����� �&����=	���
��	
��	����	� �<	&�	, �� ������ ����������� �����# mk

	 �� ������ �������� � <	���� 	(������ ��	
��	����	� ���
��� ������� �� �����# G20-H�

���� @�9: ?����� ����������%����� ���������� �������, �+���� �� ����
�

"��1����  @�4&

)����������� ������ ��=�� �&�&>	� 	 ��� ������������
��� ��	
��	�	�

�������� ��������	���
� ����������������� ����

F����� ������ L������ � ���	� ?����>	�“ ������� &�� �����
��=�� � G7H ��� ������� ��������3	
������ ����&��(�������
 ��� L���� (���� �	����� ��������

m1, m2, . . . , mv



:#"# *������0 �����
 ����������� ���&� ����� 
��	�� 7=3

��	�, ��

m1 = g1,
m2 = g1g2,

���
mv = g1gv;

� ���

gcd(m1, m2, . . . , mv) = g1,

gcd(g1, g2, . . . , gv) = 1.

%�
����3	����� C��&��	�D �	������ �	���(�� � B�� ����
��� ����������� ����

Mv =
1

gv−2
1

v∏
k=2

mk.

 ��������� � ��(����� 
���3	��	�����	� ���	��	����
��� �	���� ��(����, ������ ��=� �����=�� �<	&�	, �&��
(���	� �����#>	� �&��(���

Y
′
= {φ′

1 = β1, φ
′
2, . . . , φ

′
v},

��� β1 = |Y ′ |g1 , φ
′
2 = |Y ′ |m2 , . . . , φ

′
v = |Y ′ |mv �

+��������� ���<��	� 	��# �	� G7H�⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
|β2 − β1|g1

= 0,
|β3 − β1|g1

= 0,
���
|βv − β1|g1

= 0

C4�8D

	�	 ⎧⎪⎨⎪⎩
β2 = β1,
β3 = β1,
���
βv = β1,

C4�7D



7=4 !�	�	 :# *������0 �����
 �������
�� ���������

��� βk =
∣∣φ′

k

∣∣
g1
�

"�� �3���	 ������	��#>	� ������ L������ 	�����(����
��� ���	�	�

�#�������� ���
����� ω({Y }) ������#� ����� {Y } ���	������ ����
����� �#�
�������	� �������� >�	
����?� 5��������� >#�������
�����?
��)�� ��������	�� ������ {Y1} � {Y2} ������������ ��� ���
�� �������� ω({Y1 − Y2})�
�#�������� ��	
����� ω(A)({φk}) �	
��� φk %���� ���	���� ��%������� 
���
����� ���
���� φk� 5��������� >��������
�����? ��)�� �����

����	�� �	
����� φ
′
k � φ

′′
k ������������ ��� ��������
����

��� �� �������� ω(A)({φ′
k − φ

′′
k})�

 �	(����� ���������� C� ������	������ ������D �&�����
=	������ �<	&�	 � ����� φk ������� ��������	� ����������

ω(A)({βk − β1}) �= 0,

��� k ∈ {2, . . . , v}�  �	 B�� �&����=	��#�� �<	&�	, 	��#>	�
��	
��	����	� ���

g1� |ω(A)({βk − β1}).
 �	(����� �&����=	������ �<	&�	 � ����� φ

′
1 ��=�� ��	�

�� ��������	� ��������� ω(A)({βk − β1}) �= 0 ��� ����
k = 2, . . . , v� "�� �&����=��	� �<	&�� &���<�� ������	 Cv−2

2
,

��	 ����� vD ��=�� 	�����(���� ��=��	����� �����	� ���
���	�����	�, ������=����� � G7H�
�������������� L����� ���� &�� 	�����(����� 	 ��� 	��

�������	� �<	&���

����* ������� �.���� R1����&�

�#�������� ��*
5��&�����	� ��������	� ����� >R������? ���	������ ���

{Y } = (φ1, φ2, . . . , φv, . . . , φv+r),



:#"# *������0 �����
 ����������� ���&� ����� 
��	�� 7=5

����
���	 �� ���&������ ������� ������� �����	� ������

m1, m2, . . . , mv, . . . , mv+r,

�����" 
��

m1 < m2 < . . . < mv < . . . < mv+r, C4�:D

0 ≤ Y < m =
∏v

i=1 mi , �������'����	 >��%�
�? 
������

��������" m̂ =
∏v+r

i=1 mi , �%=� 
������ ���������

'�� ��� 	�����(����� �	���� ������� �����������
�� ���	�	��, ��� �����������	� �	��� Y �� ������
(φ1, φ2, . . . , φv, . . . , φv+r) �������� (��� �#&�� v ���
����� �������� r ������ ����#�� 	(&������	�
��	������ �<	&��� � ����� R����� ��(������ ���	(�������

	���=��	� ������ 	( ������� t������� �<	&�� $ ���	(�������
	���=��	� t �������
"�� ���, ��&� R���� 	�������� t 	�	 ����� �<	&�� ���&���

�	�� 	 ��������, ��&� ��� �	�	�������� �������� �������
�	� D ����������� �����	��

D ≥ 2t + 1.

"�� ���������	� ��	(����� �&����=	������ �<	&�	 ��	
���	����	�� � ���������� ��	
��	������	����	� 
�����
������� ���	
	3	���� ������, �����������# � G-/, 2:-H�

8����&� ���
R���� �%����)����� ��� �����
�	� �&�%��" ���� r ≥ 1" ���
F��� ��������� �%����)������ �&�%�� �������� �	������
��� �������

Y
′ ≥ 2d,

#�� d , ����
����� ���������	� %����	� ����'�" Y
′
, �������

��� �	
��������

��������������
 ��� � ��(����� 3	
����� �&��&��	 C���	����	�, ������	�,
�������� ������D ���=�� &�� �������� ����	����� �������
�����

(φ1, φ2, . . . , φv, . . . , φv+r),



7=< !�	�	 :# *������0 �����
 �������
�� ���������

������ �������� ������� ����� 	��� �	�

(φ
′
1, φ

′
2, . . . , φ

′
v, . . . , φ

′
v+r),

{e} = (0, . . . , ej, . . . , 0) $ �������<	&���

 � ����� {Y ′} �������	�

F =
v∑

i=1

Mid
′
i, C4�;D

��� d
′
i $ ��<��	� �������	�

Mid
′
i ≡ φ

′
i (mod mi),Mi =

m̂

mi

=
i−1∏
i=1

mi

j+1∏
j=1

mj.

\�	����, ��

Y =

∣∣∣∣∣
v∑

i=1

Midi

∣∣∣∣∣
m̂

,

��� 0 ≤ Y < m 	 d
′
i = di ��� ���� i �= j, �������	� C4�;D � �	��

F = Y + Mjd
′′
j , C4�4D

��� d
′′
j ��� ��<��	� �������	�

Mjx ≡ ej (mod m)j.

! C4�;D �	��� Mj d
′′
j > m, �� ��� 0 < d

′′
j < mj 	 �� �������		

C4�:D Mj ≥ m� *� ���� F > m� %����

Fmax ≤ m − 1 +
mmv(mv − 1)

mv

= m̂ − 1.

'��	� �&��(��,

m ≤ F < m̂.



:#%# 5�
�����&�	2� ����������0��� ���&
�&� 7==

\���, �� ���	 Ymax = 2d − 1, ��� d $ ���	����� ����	(���
��� &������ 
���3	�, � � ������� ��	(���� �&����=	������
�<	&�	 (��	<�� �����������

Y
′ ≥ 2d

	�	

d+l∨
i=d+1

yi �= 0, C4�2.D

��� l = �log2 m̂� − d�
�

 �	��� ���3	��	(	��������� ���	��	��� � �&����=��	��
�<	&�� 
���3	��	�����	� ���������� �� �	�� 4�/� "�� �&���
�����	� �&����=��	� �<	&�� � B�� ���	��	��� 	�����(����
��	� 	(&������ ���	��	������ ������ "�� �������	 �����
�	� C4�22D 	�����(���� B����� %5%�
!������� �������	� �����	��� �����	�����	� �<	&�� �

R������ �����>��� &���<�� ���	����� �	������ G2/, 27, -/,
82, 2.-, 2:/, 2:0H�

7�� /������%�����" 	����
���
,��� ������
���- �����������!1�� 	 R � RL �����

 �	�3	�� 	�����(����	� 	(&������ ����� � ���	��	������
�	����� ��>������� ��	��#�� � ��	�3	��� 	� 	�����(��
���	� ��� (�>	� � �<	&�� ������� ���(	� ! ��	�	� � ���
���� ���(	 ���	��	�����# �	���� ��(��=�� �����
	���	���
��� ��	� �&��(��, ��&� �������� �����	 	( �� ������ ����
�&��������	�, � ������ �&����=�� ���(�
 �	���� ���	��	������ �	���, 
���3	��	��#>	� � 	(�

&������ R������ ����������� �� �	� 4�0 	 4�8� !�=��� ����
&������# B	� �	��� ������� ��(�������� �&��������	�, (��
����������� (� ������	������	 ���	��	������	 �������	�
! ���	��	������ �	����, ������������� �� �	�� 4�0, 	��

����(���� r 	(&������ ���	��	����, � ���	��	��� C	�	



7=6 !�	�	 :# *������0 �����
 �������
�� ���������

���� @�3: �����������
���"� 
"%�������0 � �	��� ���"��%�"� �������
� ��,�� �������, �+���� 
"%�������

���������D, �&�����	��#>	� �����������	� ��(	3	����� 
���
�� �	���, ������� 
���3	�� �����	�����	� �<	&�� 	 ��������
�	� �����
	����3	�� �	�����
!�=��� ���&������# ���	��	������ �	���, 
���3	��	�

��#>	� � R������ ������� �����	� ��(�����	� ���	��	�
������ ������� �� 	�
����3	����� 	 �����������  � ����
�������3		 ���	��	������ �	���� 	( �� ������ ��=� &��
�������� �� (r− 1) ���	��	����, ��������#>	� �#&�� ���
������
]���� ���, ��(��=�� ������=��	� 
���3	��	�����	� �	���

�� ��=� ����� ������ 	( ���� r 	 &���� ���	��	����� ! B��



:#%# 5�
�����&�	2� ����������0��� ���&
�&� 7=@

���� @�4: ;����������%�
�, ���!�����������, 
"%�������0��, ������� �
r ���"��%�"�� 
"%�������,��

������ ��(��=�� �&��� ��=�� ������ ���	(���	������	 �	�
���� 	 ��	=��	�� �����	 ���	����	�� '��	� �&��(�� ����
	�� � ��(��=���	 �&�������	� ����<����� =	�����	 ���	��
�	������ �	����� ! ������� ���	��	������ �	���� �������
=	 ���	����	� ��=� ��	 ���	�		 ����� ������ 	���������
���	��	���, ������ &��� �������������� ���&����� (��
���	� �� (������� �	���� ������� 	 �����	� �����������	�
��(	3	����� 
���� �	����
!�������	� �����
	����3		 ��(��=�� ����� �����&��	� 2D

	���#���	�� ���(��<	� ���	��	������ ������� 	( 
���3	�
��	�����	� ���� ������3		 � 	(�����	�� ������ ������� �
�����	�� �����������	� ��(	3	����� 
���� �	��� 	 -D ��	�
���	������ �&�����	�� ������ �� ������ ���(��<	� ���	��
�	������ ������� � ������	�� 	(�����	� � �������� �����
�	�� �����������	� ��(	3	����� 
���� �	����
"���	����� ������� ���	��� ������� �	�	�	(�3	� ���	�

����� �������, 	�����(����� � �����	�� �����������	� ���
(	3	����� 
���� �	���� !���� ���	�� ��(����� ������	�
������3	# ?�����	����	�“ �����&���
! ���	��	������ �	���� � ������3	�� ������� C�	�� 4�8D



768 !�	�	 :# *������0 �����
 �������
�� ���������

	�����(���� v+r
s
	(&������ ���3	��	(	�������� ���	��	��

����  ��3��� �����	�����	� �<	&�� ��=� &�� �����	(���� ��
������ ����� �������� E������&��(���� B��� �&��������� ��,
�� ��	��������	 � ���3	��	(	�������� ���	��	���� ����
��(�	��� �� ����� � �������� ���	��	������ �������, ��
� ���	��	��� � 3����, ����	���, � ��(����� 	(�����	� �����
����� 3���� �	��	� 	�	 �����	����	� ��(�����	�� �� �	��
�������� +���� ���, ��	� �&��(�� ��<���� (����� �������
�<	&�� � ��������� �����������	� ��(	3	����� 
���� �	��
���
)������	� ���	�� � ?�����	������“ ������3	�� ���	��

�	������ �������� ! ������ �����	�� �����������	� ��(	3	�
����� 
���� �	��� ����=	� ��	&���� 	(������ ���� ����
����	�������� &�(	���, &�(	��#>	��� �� +	������ ������
�& ������ C������ K�-;D� ]���� �������	��� ������ ����
�&��(����	� R������ '���� 
������ C/�;D ��=�� �������	� �
�����#>�� �	���

Y
′′

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

k = 1, 2, . . . , v + r;
k �= j1, j2, . . . , jh

B
(j1, j2, ..., jh)
k φ

′
k

∣∣∣∣∣∣∣∣
M

(j1, j2, ..., jh)
v+r

, C4�22D

���

M
(j1, j2, ..., jh)
v+r =

∏
k = 1, 2, . . . , v + r;
k �= j1, j2, . . . , jh

mk;

B
(j1,...,jh)
k =

{
q
(j1,...,jh)

k M
(j1,...,jh)
v+r

mk
, ��	 k = 1, . . . , v + r; k �= j1, . . . , jh,

0, ��	 k = j1, j2, . . . , jh

����#�� �������	��������	 &�(	���	� ��B

	3	���

q
(j1,...,jh)
k = 1, 2, . . . , mk − 1 �������� 	( �������	�

q
(j1,...,jh)
k M

(j1,...,jh)
v+r

mk

≡ 1 (mod mk)

��� k = 1, 2, . . . , v + r�



:#%# 5�
�����&�	2� ����������0��� ���&
�&� 767

���� @�5: ;����������%�
�, ���!�����������, ������� � r ���"��%�"��
�����������
���"�� 
"%�������,��



769 !�	�	 :# *������0 �����
 �������
�� ���������

! ��	�	� � 
������ C/�;D �������	�������� &�(	��

B
(j1, j2, ..., jh)
k 	 ������ ����&��(����	� M

(j1, j2, ..., jh)
v+r ����#�� ?���

���	������	“ ���	�	���	�  �	 B�� j1, j2, . . . , jh $ ������
�������, 	���#������ 	( ���3���� �����������	� ��(	3	�����

���� �	����
 �	 ����������� ����	(�3		 ����=��	� C4�22D ��������

�����������	� ��(	3	����� 
���� �	��� &��� �����=��
C�	�� 4�7D �&�	���� �������� $ '\�1,. . . , '\�(v + r), �����
��(�������� ��� ������	� ��(������ ���	(�����	�

B
(j1,...,jh)
k φ

′
k (k = 1, 2, . . . , v + r),

�&�	���� �������� '\, ������(�������� ��� ������

�	� ������ M
(j1, j2, ..., jh)
v+r 	 v + r��������� ������� Σ+

(mod M
(j1, j2, ..., jh)
v+r ), 
���3	��	��#>	� �� �����# M

(j1, j2, ..., jh)
v+r �

���� @�<: O�������
� 
�������
����, ���������� '���" %����� �����%�#

�.-�� H��������%����.“ ���������. 
"%�������0�"� ������


 �	��� �������� (�����	� �������	�������� &�(	���

B
(j)
i 	 �&>	� ������� M

(j)
5 , ����������� ��� �	���� �������

m1 = 3, m2 = 5, m3 = 7, m4 = 8, m5 = 11 ��	 r = 1 ����������
� �&�� 4�2�

L����, (������� ���<	������ �	����� v + r �������, ���
(������ RL������� ! B�� ������ ������� L����� ���� &��
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>������ @�7: ?����� ���%���"� ���%���� �����������
���"� ������
 B
(j)
i

� ��-�� ��	���� M
(j)
5 	�, R#��	� � �	��� ���"��%�"� ��	����

j B
(j)
1 B

(j)
2 B

(j)
3 B

(j)
4 B

(j)
5 M

(j)
5

7 8 <7< 9<48 365 9598 3868
9 <7< 8 =@9 7<7= <=9 7646
3 668 785< 8 695 7988 7398
4 365 937 7<5 8 978 7755
5 968 33< 798 785 8 648

	�����(����� ��� �&����=��	� �<	&�� � ���	��	������ ���
�����, � ������� R����� ���� &�� 	�����(����� ��� ������

	����3		 �	�����
 �	��� ��������, �&�����	��#>��� ������� �<	&�� 	

�����
	����3	# ���	��	������ �	���� ���������� ��
�	�� 4�:� Y���� ������� �<	&�� �� ������ ���<��	� C4�7D
�&�����	����� � ����>�# ������� �������	��
"�� �����	(�3		 ������� �<	&�� ?����	“ ���	��	������

������� ����� L����� ��=�� 	�����(���� 	 ����	� �	������
����, ����	��� 	(&������ ��(	3	����� �	���� ��	����	�
G2.., 2.2H�

7�� ������
, �������	 ������� �������	���"

! �������, ����� ��&���� ����	(���� 
���3	# ������� 3��
��� �	�	������� 	(&������ ����������� ������, ����(��
����� ������� 	 ���&	�	��������� $ �������� 	 �������
��������
! �������		 � ����� ��	��������	 ����=��	��	 �������

�	� � ������� ����� R�����

{Y ′}(φ′
1, φ

′
2, . . . , φ

′
v, . . . , φ

′
v+r)

�<	&�	 � �������

{e} = (0, . . . , ej1 , . . . , ejh
, . . . , 0),

��� h ≤ t, ������ ��	���	 � ������ ��(����� �����������
�	� Y

′
	( ��&���� �&���	 0 ≤ Y

′
< Mv, ��� Mv =

∏v
k=1 mk 	
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 �������
�� ���������

���� @�=: O�������
� �������, � �����'�!������ 
"%�������0��� ������"�
'����������.-�� 
 RL#��	�  O� / ��������
� ���
����,� T / +�'��#
���"� �>; / ��������
� 
�������
����, ���������� '���" %����&

�������	� ��� �������	��# �&�����

Mv ≤ Y
′
< Mv+r,

��� Mv+r =
∏v+r

k=1 mk, 	�	

Y
′ ≥ 2d,

�� ������� ��	(����� �&����=	������ �<	&�	�
+�� &��� ����(��� ��<� ��� �����	(�3		 ������� �����

���� 	�����(���� B����� %5%�
"�� ���, ��&� ��������	� ��������� ��	 B�� ��(��=�

���	 	��������	� �<	&��, ��	 �&����=��		 
��� �<	&�	 ���
�������� ������ ��&����� 3	��� 
���3	��	�����	� ���	��	�
������ �	���� 	 ���	(���	�� �� ��	�����	� � 3���# ���
�����	� ���(��<��� ���	��	������� ������� _��	 ���( ���
�	 �����	��� �������, � ���� ���	��	������ ����� &���
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������� 	 ����� 	(�����	� ��������� �����	�� �����������
�	� ��(	3	����� 
���� �	��� ����	����� C� (������� ������
����#D ��(���� &��� ������������ _��	 ��	�	�� ���(� $
�&��, 3	�� ���	����	� ����������
 ��3��� ��	�����	� ��	 B�� (���#����� � ������������

��������		 ������ ���������������	 ��� ���� ���	��	�
������ ������� � ��������������� 	���#���	�� ������ 	�	
��������	� ���	��	������ ������� C� (��	�	���	 � ������
�	 �<	&�	D 	( ���3���� 
���3	��	�����	�, ��� 	 ���	����
�� �����
	����3	� �&��������	� ���	��	������ �	���� 	�	
���	��	������� ���������
_��	 ������ ���������������� $ ������ ����&�� ���� ���

���	��� ������� ���&	��3	� �� ������ ���� ���	��	������
�������, � ��	 ��&���<�� ���	�	�� ����	�������� (�����	�
������ mv+r ��� ���������� �<	&�	 
���3	��	�����	�, ��	�
�� ������ ���������������	 �� �����<�� ���	�	�� nmv+r

G222, 227, 2-7H�
'��	� �&��(��, ���&	�	�������� ���� ��(����� �����	�

(���� �� (v + r − 1) ���	��	������ ������� (� ��� �����
������	, ���&���	��� ��� ��������	� ������ �������������
���	 	 ������	� ���(����� �����	���	� �� ��	�	�� ��(�	��
�����	� ���(�� _��	 =� ����=	� �����	���	� 	 �� ��	�	��
��(�	������	� ���(��, �&����=	��� ���(�, ��(������ �����
�����	���	 ��	����������	, � ������� ��=�� ���>���	�
�� ����� 	(&������ ������� G222, 227, 2-7H�

7�� *�	���

� %�����(����	� ������ ���������� ��	
��	�	 ��� ����
�	(�3		 ���	������� ���� ���	�� ����<��	� ���	(���	�
������	 ���	����	� ��(����� �����	� �� ����� ��=���
���	��>����, ���(����� � �&�������	�� ������� �<	&��
���	����	� ���	����	� 	 �&�������	�� ���(������	���	
���	��	������ �������

�  �����=�� ��	�3	� ������� ���	��	������ ������,
������(�������� ��� ����	(�3		 ��	
��	������	����	�

���, ���������� �� ������������� ��	
��	���  ���(��
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 �������
�� ���������

��, �� ���	������ ����	(�3		 ����� ������� ��	&�	�
=���� � ����<� 	(������� �����	������ ����� �������
�� �����#�

� )��������� ��	�3	�� ������� ���	����	� ��� ��������
�������	 ��	
��	������	����	�	 
�����	 ����������
L 	 R 	(&������ ���������� ������

�  ���(���, �� ���	��	������ �	����, 
���3	��	��#>��
� 	(&������ ���������� ����, ������� ���(������	�
���, �����&��� �������� ��&�������&���� ��	 ������ 	(
���� �� r ���	(������� ���	��	������ ��������

� !������ =	������ ���	��	������ �	����, 
���3	��	�
��#>�� � ���������� ��	
��	��, �&�����	����� ������
���	�� �&>�� ��&�������&���	 �	���� ��	 ��������
��� �������3		 �&��������	� � ���	=��	�� ����(�����
���	(���	������	 	�	 �����	 ���	����	�� !��	��	�
������ �	����, 
���3	��	��#>�� � ���������� ��	
�
��	��, ������� 	���#�	����� ����������, ��	&�	=��
��� �� ���	� �������� � =	��� �����	(����  �	 B��
������� ����������� �&�����	����� �� ����� ������	��
����# 	�	 	���	�����# 	�����(����� ���	��	������
������� C���	��	����D, �� 	 �����	�� ����� ����	
��=�� ?	�
����3	�����“ 	 ?����������“ �&��������	�
���

�  �����=��� ���	����	� ��<��	� �&�������	� ������� 	
�����
	����3		 ���	��	������ �	���� �� ������ ������
���� �������� C���	��	���D �����������	� ��(	3	���
��� 
���� �	��� G222, 227, 2-7, 288H�

�  ���(���, �� ����� ������� ������� �&�����	��# ���
����# B�����	����� �&��������	�, ��(����� �&����=	�
��� �����	��� ��	��������	 ��=� � ���	��	������ �	�
����, �� �����=�>�� 	(&������ ���	��	������ �����
���  ���(��� B�����	������ 3������&��(���� ��	�����	�
���&	�	�������� C������� 	 ������D ������ �������
	 �����
	����3		 �&��������	� G222, 227, 2-7, 288H�



&��$�����

%������ ������ 	 (������	� �
�����	���� � �	�� �����#>	�
����=��	��

�� ������ ���	��	������ ������ ����&�� ���	�	, 	�����(���
��� � �����>�� �����, &��	 ��(���� � ?�������#����#“ B���
�� 	 ����� ��#����3��� � ������	 �����	(�3		 ���	����	�
� ����������� �����#����� ���	��� *����	�, ��	
��	���
���� ���	�� �������# ������������� ��	�3	��� �������	�
����������� 	 �������	���� A!� 	 ��(����� ������� ��	��
����(����� � �����>�� ����� ����3	�� ���	��	������ ���
�	�	 �� ����	(�3		 ���������	(���	������, �	&�	�, ������
������� ���	����	� ���	����	��

	� ���������� ��	
��	������	����	� 
���� C�&>�� �����	�

	��3	� ����������� �� �	�� 4�;D �&����# ����� ����� ���
��(��� ������ 	 ��	��	������ �� �����=���� � ����������3
� ������������3 �������� '������ �%��%���� �������'��
��� ��������
���� ��#��� �� ������ �	�����������#� � ����
#��������#� ���
���������
����#� �������� ��������� �����
�������

7��������	 ����� �����	��	
��� ���������

⇓ ⇓
�
�������	 ��

���������+��� �����	��	
�
�������	 ��

����
��� 	��	�	 �� �
����

⇑ ⇑
-����	
��	 	��	���6��
����	 ��	����*������

���� @�6: ������'�����, ��	��,��"� '���
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������������� ���������� ��	
��	������	����	� 
���
����#���

� ������� ������ ������������ ���	����	� ���	����	�, ���
���� ��=� &�� �����	
	3	������ ��� �������������
�	(��

� ��	������� ��(��=���	 �� �&�������	# ����������
��
����� 	 )���
���� ������ ���	����	� ���	����	��

� �&�������	� �������� 	 ������'�� �<	&�� �� ���� ���	��
�&��&��	, ������	�, � ��=� �������	 	�
����3		�

� ��(���	� &������	���� �����	� ��� ��	��	����� 	��
����(����	� &����������#>	� ��%��
�	� �����3	���
��� ������� C� �� �	��� �� &�(� ��������	������ ���
�	�	D (� ��� ��>��������� �����<��	� C�� �������	# �
���	���� �	����� ��	����	� $ �� ������	 G2/HD �&6���
�&�	3�

� �����<��	� ���)����� ����������	� ���	����	� 
����
3	��

� ��(��=���� ���#�'�����#� 	�����(����	� ������ ���	���
��	� ���	����	�, ������, � ���# �������, ��=� &�� 	��
����(����� ��� �&�������	� ���(������	���	 	 =	�����
�	 ���	��	������ �	���� G--, //, /;, ;0, 2./H 	�	 ���
�����>��	� ����������� (��� (� ��� ��(�����	� ���
<��	� (���� �� ������	�

� ����<��	� ��=�=������� ������ �&��&��	 � ������
	�=������� ��(����	 (� ��� ��>��������� ����=���	�
��&����� B���������	��� 	(�����	� 	 ��������

*� ! �����>�� ����� ���������� ��	
��	�� <	���� ��	���
����� � ������ 	 �������� 3	
����� �&��&��	 �	��������
	�
����3		� ���������� ��	
��	������	����	� 
���� ��(�
����# ������������ ��������(�	�� �����	����	� �����
�� 	 �����<����� ���	����	� ������� 3	
����� �&��&��	
�	������, &�(	��#>	��� �� ������ ���������� ��	
��	�	,
��� ����������������� ����	(�3		 ������������ ���	����	�
���	����	��
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,� '��	� �&��(��, ���������� ��	
��	������	����	� 
���
��, ����	�	���	, ��(����# ��������� ������� ����������

�� ���� �������� �����&�� ����	(�3		 ���	����	� �����	����
���#������#� C�	&����D 	 ���������#� C=������D� ��#�
�����
�	
�������" �%����3=�� ������������� ���#������ ��������
'��" ���������� �����)�	� ����������� ���'������������	�
�� �	
���������	�� ����������, �������	(�#>	�	�� ��&��
���� ���������� ���	����	� �������	�	��
*�������� ��	��� ������	� ���� ���	�����	��� ��&����

�	� $ ���3	��	(	�������� ���	��	��	, �������	������ ��
����� ����	����	� �������� � ��	������	 ������	 ��	����
�� ��>�������	� C:W2. �� 	 &����D G4;H�  ��&����, ��(�	��#�
>	� ��	 �����	�����		 &������ ������ 3	
����� �&��&��
�	 (���#��#�� � �&�������		 (������� ���	(���	������	,
������������ ������� �������# 	 &���<	�	 �&6����	 �����
�������� 	�
����3		 C����	���, ��	������ 	 ���	���������

	������D, � ��=� ����=���	 
���3	��	�����	� � �����	��
��(��>��	� ��	&���� �� ������ �������	(	�������� ������

������� � ������ ������� � �&>�� (�>	�� �� 0, 3 ����2, ��	
=���	� �����	���	�� �� B���������&���	� 	 �������&��	���
����(���	�
����� ��	
��	������ ���	�	 � B	� �����	�� ��(����#

��>������� �����	� ��	�� ��	�������� ��<��	�,�

�� %(������ �������# ����������� ����	�	 ��������	���
���	� ��	�����
	����	� �����	���, ����	(����� �� ������
�	�������� ���3�������, ������� ����	�	(�3	� 	�����(����
�	� ��(��=����� ���3������ ��� ����	(�3		 ���3	
	����	�
��	�����
	����	� 
���3	�� '��� ��������	��, � B�� ����
���, ��&�� ������� C���������>��D ����	
	��3		 	 ��	&�	�
=���� � &���<�� �����	 � ���������, ��=��	 � �������#���
%�����(����	� ������ ��	
��	������ ���	�	 ��(����� ����
�	 ��(���&��(	� 	�����(����� ���	����	� 
���3	� � ����	(��
3		 ����	���� ��	
��	����	� ���	�����, �� ����� ���3���
��������	�����	� &���� �������#�
�	� C����<�� �������,
�����>�� ����	 	 ��	���� ��������	�����	�D�

�Y����� �������
�� 	��������� ���� �����
�
� ��� ����%�
�� 
	�� 
���� ���C
����� ����������
�� �	%�
� 	������������� �	���� lm>n +(`.
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�������

3� @������ ���	������� ������� C��=� ��	 	�����(����
�		 ������ ��������	������ ���	�	D, ����������� �� ������
��	
��	������ ���	�	, �� ����)��� ����	(����� �����	�,
�� ��=� &�� 	�����(����� � ������� ������	������� �����
��� ����<��	� ������	 <	
�����	��

�� %(�����, �� ���#���� ����'�� ��=� &�� ����	(�����
�	������ ��	
��	����	� ���	����� 	 �������� ���������
G-0H� ! G2/8H B� ��(���� ��(�	 �� �&���� ����	(�3		 ���
�	����	� 
���3	� �	������	 ��	
��	����	�	 ���	�����	 �
��������������� '��	� �&��(�� 	 ������� ��������� 
����
3	� ��=� &�� (����� ����� �	������ ��	
��	����	� ���
�	����� � ����	�����	��	� A� 
������������� ��(����,
� ������	, ��=� &�� 	�����(���� ��� �����	�����	� ����
������ ���� ������	 ��	
��	������ ���	�	, ��� ��=����
���# ��������� ��	 �������� � �������	� �	������ ��	
�
��	����	� ���	����
���������� ��	
��	������	����	� 
���� ���� �����

�	� ���������# ��	
��	������	�����# ������ ���������
��	� '��	� �&��(��, ���	��>���� ���������� ��	
��	���
���	����	� 
��� ���� &�� ������������� 	 �� �&���� ����
�����	����	��


� ����� ���������� ��	
��	�	 ������=�# ��(�	����� 	
������ ��� &���� <	����� ��	�����	�, ���=�� �����, � �����	�
��� 	 �������� 3	
����� �&��&��	 �	�������� 	�
����3		
G82, 8:, 7., 70, ;-, 42, 2/-, 2;2H, � ��=� � (������ ���	���	����
��	�����
		 G2.7, 2.;, 22-, 2-/, 274, 2::, 2:;, 2:4H�
%������#�� ������� �������	� ���������	(���	������

���������� ������ �� �������	���� ��	������ 	 B������
��	������ B�������� &�(� G22, ;/, 2.4, 2:8H�
)�(�	��#�� ����� 	 ������� ����� 	 ������ 	�
����3		,

����<�#>	� B

��	����� ���3	��	(	�������� ���	��	��
��� (� ��� �����<��	� B���� �����=������ ����&��(����
�	�� '��, � G/, 8, 7H ������=�� ��� ���	����	� ��<��	�, �&�����
�	��#>	� ��������3	
����� ����&��(����	� �������������� �
��� ���������� ��	
��	�	� ! G2.4, 228H ������=��� ��������
3	
����� ����&��(�����	 � ��� ���������� ��	
��	�	, �����
������ �� B�������	������ 	 ������������	����� C�������D
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������� 7@7

B�������� &�(��
�������� 	����� � ��������%�	�P ���������� ���	��	�

������ �������� G-4, 2//, 2/0, 24., 242, 247, 24:, 24;, 244H,
������ ���	�� ������������ � ��	�� ������ ���� &�� 	��
����(����� � 3���� ��������� ������=�	 ������ ��	
��	�
������ ���	�	 C� <	����� ������D, � �� �	���, 	 ��� �������
��� ������=�	 ��������	����	� C� �(��� ������D, ����������
�� ����	(�3		 ���������� ��	
��	������	����	� 
����
 �B���, ��� ���������� ��	
��	�� ������� � 	(����

��� ������ ���&��������	��	�������� �����	����	� �����
����, ���<	���	� ��<����� �� �� ������ (����, ��	�����=��
>	�, ��� ����� ��	�����, � �	��������� ���	������=���
�������, ��(����� ������ ����� � ����������� ����� �����
����
���� � �����
���� %��	" ��������� �� ������� �����
����� ����������, ������(�������� ��� ��<��	� <	������
������ (���� 	����	����, ����������, �	&��� �&��&��	 	��

����3		 � ��(�	���� �
���� ����	������� ��	�����	��

�o���� ���E��� ���
����	��
�� ������ �� ��	�	

��� ��%� ������	 �������
��
�������
�� 	������������ ������� 
����

�� �����& ������� ��������	�� �� ��C

�%�
�E � ������� �� ���
������ ��	���	���# T	������& �
���������
 "������ 	C
E����� � ��������� 
����

�� �����* �������
�� ��������� � ����
� ��������

��
������ 	
����
���� �
�������� �������
�� ������
��& ���E��� �����������	 ��
���	�	���E ���	�������������& ������� ������	E��� ���	
������ ����	
��� �������

���

�� ����� � ������� �������
�� 	���������#



��������� �

'���!�
���� ���������
���	�� �����

)����� ����1���� ����� ���
�%�"� �������� � �����
���� �����-�#
��
���� �� ����
� A95B � ����0��
����� A79� 7<� 9<B � 

�	����� �������"�
	��������0�"� ������%�����

���������� ��� &���� ���� a � b �������� �����
�
� �	 
	����
m' ���� ���	�� a − b ������� � m' �� �� ���� m|a − b�

)�, ������%���, $��!� ������+���, ����0�����, ����0

a ≡ b (mod m),

a � b ���"
�.��, ����
����
���� ��
�� � ��
�� %���,�� ���
����,� � %����
m ≥ 1 / ��	����� � 	��0���+�� ��� ��	�� ��������
��0 ���0�� ��	���
m > 1�

����� ��� 137 ≡ 16 (mod 11)�

������� ��� a �����
	 � b �	�� � �	� �	 �	��' �	�� a � b �
���
	����	��� 	����� ��� ������� � m�

��������������� ?���0 ������� �� 	�����, a � b �� m ��
�"� �� �� a =
mq1 + r � b = mq2 + rJ ��!	� a − b = m(q1 − q2)� m|a − b � a ≡ b (mod m)�

������� ��� (��	!���� �����
	��� 	����� ��	����
��

� ��%�������	����

a ≡ a (mod m);
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� ��

������	���� ����

a ≡ b (mod m), �	 b ≡ a (mod m);

� ���������	���� ����

a ≡ b (mod m), b ≡ c (mod m), �	 a ≡ c (mod m).

������� �� )��� a ≡ b (mod m) � k * ��	���	� �	� ���	� ����	' �	

ka ≡ kb (mod m).

��������������� ���� a ≡ b (mod m)� �� m|a − b� m|k(a − b)� m|ka − kb�
ka ≡ kb (mod m)�

������� ��! )��� ka ≡ kb (mod m) � gcd(k, m) = 1' �	

a ≡ b (mod m).

��������������� ���� ka ≡ kb (mod m)� �� m|ka − kb� m|k(a − b)� ��
�� ����
���� ���
�	��
���� ��
��1	���, c|b� ���� c|ab � gcd(a, c) = 1�
����
�� gcd(k, m) = 1 	��� m|a − b� �� �� a ≡ b (mod m)�

������� ��" )��� a ≡ b (mod m) � k * ��	���	� �	� ����� �	� ���$
�	' �	 ka ≡ kb (mod km)�

��������������� ���� a ≡ b (mod m)� �� m|a − b� km|ka − kb� ka ≡ kb
(mod km)�

������� ��# )��� ka ≡ kb (mod km)' ��� k � m * ��	���	� ��� ���$
�� ��� ����' �	 a ≡ b (mod m)�

��������������� ���� ka ≡ kb (mod km)� �� km|k(a− b)� k / �������0#
���� �� �� k �= 0� � ��!	�

m|a − b, a ≡ b (mod m).

������� ��$ )��� a ≡ b (mod m)' c ≡ d (mod m)' �	
a + c ≡ b + d (mod m) � a − c ≡ b − d (mod m)�

��������������� ���� a ≡ b (mod m) � c ≡ d (mod m)� �� m|a − b �
m|c − d� �� ����
���� ��
��1	���, c|a + b � c|a − b� ���� c|a � c|d� �����

m|(a − b) ± (c − d), m|(a ± c) − (b ± d), a ± c ≡ b ± d (mod m).



7@4 ���������� �# <���������� �������� ������ �����

������� ��% +	�	�,���� ��	��
� -�./� )���

a1 ≡ b1 (mod m),
a2 ≡ b2 (mod m),
���

an ≡ bn (mod m),

�	 a1 + a2 + . . . + an ≡ b1 + b2 + . . . + bn (mod m)�

�������������� ������" M�6 �������, �����!�%�� 	��������0��
� �����#
�" M�=�

������� ��& )��� a ≡ b (mod m)' c ≡ d (mod m)' �	

ac ≡ bd (mod m).

��������������� ���� a ≡ b (mod m)� c ≡ d (mod m)� �� ��!����� ���#
���� M�3 ac ≡ bc (mod m) � bc ≡ bd (mod m)J ������� M�9  ��������
#
����0 ���
�����& 	��� ac ≡ bd (mod m)�

������� ���' +	�	�,���� ��	��
� -�0/� )���

a1 ≡ b1 (mod m),
a2 ≡ b2 (mod m),
���

an ≡ bn (mod m),

�	 a1a2 . . . an ≡ b1b2 . . . bn (mod m)�

��������������� ?����	�
����0�� �����,, ������� M�3� ���%��:

a1a2a3 . . . an ≡ b1a2a3 . . . an ≡
≡ b1b2a3 . . . an ≡ . . .

. . . ≡ b1b2b3 . . . bn (mod m).

������� ���� )��� a ≡ b (mod m)' �	 ��� ���	
 ���	
 n ≥ 0

an ≡ bn (mod m).

��������������� ?�� n = 0 ���
�	��
���0 ��
��1	���, 
"������ ��
������" M�9  ��'�����
����0 ���
�������&� � �� n ≥ 1 / �� ������" M�78�
���!�, �� $���

a1 = a2 = . . . = an = a � b1 = b2 = . . . = bn = b.
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?�����	 �� ���
�����

a ≡ b (mod m), c ≡ d (mod m)

� ���
����,�

a ± c ≡ b ± d (mod m),
ac ≡ bd (mod m),
an ≡ bn (mod m)

���"
����, ����
����
���� ���1������ 
"%�������� ����1������ 
��
�	�#
���� 
 �����0 ���
������

?�����0�� �� ���
����, c ≡ d (mod m) ���	��� d ≡ c (mod m)�
�� �� ���
����� a ≡ b (mod m) � c ≡ d (mod m) ���	���� %��
a ± d ≡ b ± c (mod m) � ad ≡ bc (mod m)�

������� ���� )��� �
��� 
���	 �������� a ≡ b (mod m) �
f(x) = c0 + c1x + . . . + cnxn * ��	���	� ��� 
�	�	���� � ����
� �	$
1%%������
�' �	

f(a) ≡ f(b) (mod m).

��������������� ���� a ≡ b (mod m)� �� ��!����� �������� M�77 � M�3
�����:

as ≡ bs (mod m), csa
s ≡ csb

s (mod m)

�� s = 0, 1, . . . , n� �� ��!	� � ������� M�6 ���%��:

c0 + c1a + . . . + cnan ≡ c0 + c1b + . . . + cnbn (mod m),

�� ��
f(a) ≡ f(b) (mod m).

������� ��� )���

a1 ≡ b1 (mod m),
a2 ≡ b2 (mod m),
���

an ≡ bt (mod m),

� f(x1, x2, . . . , xt) * 
�	�	���� � ����
� �	1%%������
�' �	

f(a1, a2, . . . , at) ≡ f(b1, b2, . . . , bt) (mod m).

�������������� �����!�%�� 	��������0��
� ������" M�79�



7@< ���������� �# <���������� �������� ������ �����

������� ���! 2��	� ����
	� ���	� ��� ���	� ���� �������� 
	#$
�	 ��������� � ��	���	�	�	#��
 ���	
 � ��	���	�	�	#��� ��� �

��������������� �� ����
���� ������" M�9  ��������%����0 ���
����#
���& 	������%�� ����������0 ���%��� ��!	� 	��� ���
�����

a + b ≡ c (mod m).

����	"
�, $�� ���
����� �� ���
������

−b ≡ −b (mod m),

���%��:
a ≡ c − b (mod m).

������� ���" � �������� 
	#�	 	������� ��� �	����� ����$

��' ����,���� � 
	��� �

��������������� ���� a + c ≡ b (mod m)� �� m|c� �� �� −c ≡ 0 (mod m)�
��� ����	"
�, $�� ���
����,� ���%��� a + c ≡ b (mod m)�

������� ���# )��� a ≡ b (mod m) � d|m' �	

a ≡ b (mod d).

��������������� ���� a ≡ b (mod m)� �� m|a− b� N� d|m� m|a− b 
 ����
��������
����� ����+���, 	�������� ���%�� d|a − b� a ≡ b (mod d)�

������� ���$ )��� a ≡ b (mod m)' �	 
�	#����	 	�,�" ���������
a � m �	����� � 
�	#����	
 	�,�" ��������� b � m� � ����	���'
gcd(a, m) = gcd(b, m)�

��������������� ���� a ≡ b (mod m)� �� m|a− b� a− b = mq� b = a−mq�
�.��� ��-�� 	������0 δ %���� a � m ,
�,���, ��-�� 	�������� %���� b �
m� �� ��������� ���� δ|b � δ|m� �� δ|a�

?�����0�� ��� a� m � ��� b� m ���.� �	�� � �� 1� ��-�� 	��������
�� � gcd(a, m) = gcd(b, m)�

������� ���% )���

a ≡ b (mod m1),
a ≡ b (mod m2),

���

a ≡ b (mod ms),

�	 a ≡ b (mod m)' ��� m = lcm(m1, m2, . . . , ms)�
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��������������� ���� a ≡ b (mod m1)�
a ≡ b (mod m2)� . . . , a ≡ b (mod ms)� �� m1|a − b� m2|a − b� . . . , ms|a − b�
� ��!����� �
����
�� ������0+�!� ��-�!� ������!� m|a − b�

���������� ��� ����	
 a �	 ���	
� 
	���� m �������� 
�	#�$
���	 ���" ����" �����' �����
�" � ���	�	��
 ����
 ����
 ����	
 a�

���������� �� �����	
 ���� �������� ���	� �� �����' �����$
��#,�" 1�	
� ������

������� ���& 3�
�� !�� ��	������� ��� ����� ���� a �	 
	����
m ���� 	����� 	� ������� a � m�

��������������� ;�����%�� %���� r ������� �� 	�����, a �� m� �� �� ���#
1�� a = mq+r� 0 ≤ r < m� >�!	� a ≡ r (mod m)� a = r� (.��� x ∈ a �����

�	 x = r+mt� ?�� ���"� ���������0�"� t ��	�� ����0 r+mt ≤ r−m < 0�
�� �� ���1����0�"� %���� ������ ���%�.��, �� �����������0�"� ���%�#
��,� t� � ������0+�� ���	� ���� ���%�.-���, �� t = 0� ��
�� r�

� 	��0���+�� 	�, ������%���, ������0+�!� �����������0��!� 
"%���
������ a � ��	��. m ��	�� ����0��
��0 ����0

|a|m.

������� ���' 4��� r * 	���	� 	� ������� a � m5 �	�� ��
�� $
!�� �	 ��	����	� �������� ����� ���� a �����
6/ r' ���� 0 ≤ r < m/25
7/ ±r' ���� r = m/25
8/ r − m' ���� m/2 < r < m�

��������������� ���� a = mq + r (0 ≤ r < m) � x ∈ a� �� x = r + mt� !	�
t ��1�� ��
�,�0�, 0, ±1, ±2, . . . � ������0+�� �����������0��� ���%���� x
��
�� r� � ������0+�� � �����.���� 
���%��� ���������0��� ���%���� x
��
�� r − m� ���� �� $���:
7& 0 ≤ r < m/2� �� r < abs(r − m)� ������0+�� � �����.���� 
���%���

"%�� ��
�� r�
9& r = m/2  ���0�� �� %����� m&� �� r = abs(r − m)� N��.��, 	
� ���#
���0+�� � �����.���� 
���%��� 
"%��� r � r − m = −r�
3& m/2 < r < m� �� abs(r − m) < r� ������0+�� � �����.���� 
���%���

"%�� ��
�� r − m�

;�����%�� ���1���
� ������
 � ��	��. m ��� Zm�

������� ���� 9�	#����	 ����	� Zm �	 ���	
� 
	���� m �������$
���� �	�	� �	

������	� �	� �	�

���������� ��! :������� ;���� ϕ(m) �������� �	�������	 ���$
�� ��" �����' �� ����	�"	��,�" m � ���
�	 ��	���" � m�
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������� ���� )��� m = pα1
1 , pα2

2 , . . . , pαs
s * ��	������	� ���	#����

���� m' �	

ϕ(m) = pα1−1
1 pα2−1

2 . . . pαs−1
s (p1 − 1)(p2 − 1) . . . (ps − 1).

������� ��� ()����* <�� ���	�	 ��	��	�	 
	���� m � ���	�	 a ≥ 1'
�� ����,��	�� � m' ���������	 ��������

am−1 ≡ 1 (mod m).

+������� ��� )��� m * ��	��	� ����	' �	 � �	� �� Zm ���	�������
�������	 ∣∣a−1

∣∣
m

=
∣∣am−2

∣∣
m

.

������� ���! (,-���* <�� ���	�	 
	���� m � ���	�	 a ≥ 1' ���
�	
��	��	�	 � m' ���������	 ��������

aϕ(m)−1 ≡ 1 (mod m).

+������� ��� � �	� �� Zm �� gcd(a, m) = 1 �������' ��	∣∣a−1
∣∣
m

=
∣∣∣aϕ(m)−1

∣∣∣
m

.

���������� ��" ;��
��� a−1 �	� � Zm ����
 ����� 	����	�

�� ����������	� �������	� +1��
���	
/�

)�, ����0+���, ���%���, k� ����!�� %�� ak ≡ 1 (mod m) �������
��1�� �"�0 ����-����, '�����, E����� L(m)�

���������� ��# (�	�,���	� %������� ;���� L(m) �������� %���$
���' 	���������� ��� ���" ����� ��" ������� m ������,�
 	���	
�
L(1) = 1'  ��� m > 1

L(m) = lcm
(
pα1−1
1 (p1 − 1), pα2−1

2 (p2 − 1), . . . , pαs−1
s (ps − 1)

)
,

��� m = pα1
1 , pα2

2 , . . . , pαs
s * ��	������	� ���	#���� m�

(.�� 	������� %�� 
����� L(m) ��1�� ���������
��0 '�����.

l(m) =
{

L(m), �� 8� |m,
1
2L(m), �� 8|m.

������� ���" �	� �	 Zm ��� ��	��	
 
	���� m �������� �	��
�
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���������� ���
����� ax ≡ b (mod m)� ������� ��	�� ���"
��0 ���
#
������ � ����
������ 
���%���� x�

������� ���# )��� gcd(a, m) = 1' �	 ��������
ax ≡ b (mod m) �
��� 	��	 � �	� �	 	��	 ��!�����

������� ���$ 4�� gcd(a, m) = 1 ��!����
 ��������

ax ≡ b (mod m)

�������� ����

x ≡ baϕ(m)−1 (mod m).

��������������� ?�����,, ������� E������ ���%���

a(baϕ(m)−1) = baϕ(m) ≡ b (mod m),

� ��!	� ��!����� ������� M�9< x ≡ baϕ(m)−1 (mod m) / �	����
����� ��#
+���� ���
����, ax ≡ b (mod m)�

>���0 ���������� ������� ���
����� 7#� ������ � ����
����"� x

x ≡ c1 (mod m1),
x ≡ c2 (mod m2),

���
x ≡ cv (mod mv).

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭  M�7&

������� ���% 4��� m1, m2, . . . , mv * �	���	 ���
�	 ��	���� ����'
M = m1m2 . . . mv5 k1, k2, . . . , kv ��	�����	���� ��������
�

k1Mm−1
1 ≡ 1 (mod m1),

k2Mm−1
2 ≡ 1 (mod m2),

���

kvMm−1
v ≡ 1 (mod mv),

�	�� ��!���� �����
� +-�6/ ����� ���������� �	�	� �����

x ≡ x0 (mod M),  M�9&

���

x0 =
M

m1
k1c1 +

M

m2
k2c2 + . . . +

M

mv
kvcv.
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��������������� ?�����0��

m1

∣∣∣∣ M

m2
, . . . ,m1

∣∣∣∣ M

mv

� M
m1

k1 ≡ 1 (mod m1)� ���%��� x0 ≡ M
m1

k1c1 ≡ c1 (mod m1)� �����!�%��
��
��,��� %��

x0 ≡ c2 (mod m2), . . . , x0 ≡ cv (mod mv),

�� �� x0 �	�
���
��,�� 
��� ���
����,� ������"� >�� ��� m1, m2, . . . , mv /
����� 
������ ����"� �� ��+���� $��� ������" ��	���
�,�� �����
����� M � �� �� x ≡ x0 (mod M)�

������� ���
�����  M�7& ����� �
��� ��+����� �	����
����� %���� ��

0 ≤ x < M.

>� ��

x =
∣∣∣∣ M

m1
k1c1 +

M

m2
k2c2 + . . . +

M

mv
kvcv

∣∣∣∣
M

.  M�3&

���������� ��$ 4	������
 Pm(a) �	 
	���� m �������� ��$

�� !�� �	�	#���� ��� �	����� ������� a' �����
	� � ��������
�	 
	���� m' �� ��

aP (a) ≡ 1 (mod m),

�����
 ��� ���" r' ���"' ��	 1 ≤ r < P (a)' ar �≡ 1 (mod m).

x =
∣∣∣∣ M

m1
k1c1 +

M

m2
k2c2 + . . . +

M

mv
kvcv

∣∣∣∣
M

.  M�4&

���������� ��% ���� a' ��� gcd(a, m) = 1' �������� ����		�����

�	���
 �	 
	���� m' ���� �	����� a �	 1�	
� 
	���� ���� ϕ(m)'
�� �� ���� P (a) = ϕ(m)�

���������� ��& 4��� gcd(a, m) = 1' gcd(b, m) = 15 ����	 s ����$
���� ������	
 b �	 
	���� m � 	��	���� a' ����

as ≡ b (mod m)

)�, $��!� �� '������
����� ���%���� ��	��, ����0�����, ����0: s =
indab� >� �� aindab ≡ b (mod m)�

?���0 g / ��
�������"� �����0 � ��	��. m � ϕ(m) / '�����, E�#
���� �� m� ��!	� ���
�	��
" ���	�.-�� �
����
� ��	����
�
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+��-���� ��� 4��� gcd(b, m) = 1' �	�� ��������

c ≡ b (mod m)

�
��� 
���	 �	�� � �	� �	 �	��' �	��

indgc ≡ indgb (mod ϕ(m)).

+��-���� ��� 4��� gcd(a1, m) = 1' gcd(a2, m) = 1' . . . , gcd(an, m) = 1'
�	��

indg(a1 · a2 · . . . · an) ≡ indga1 + indga2 + . . . indgan (mod ϕ(m)).

+��-���� �� 4��� gcd(a, m) = 1' n ≥ 15 �	��

indga
n ≡ n indga (mod ϕ(m)).

+��-���� ��! 4��� gcd(a, m) = 1' n ≥ 15 �	��

indg
b

a
≡ indgb − indga (mod ϕ(m)).

>������ ���%���� ��	����
 � ���%���� ������"� ��	����� � ��	��. 73
��	���
���� 
 ����1��� U
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A7<=B gMURJU^ V�i�' kT[ Y� A� Lfd Sdhgca Rs qa gaedc^qedS K�t Sgcgeqk �ked^
QRS`kd {qhdS Ra hd^gqk#{r#QRS`k`h q^gefQdegG WW \uuu \ae� FRae�
FRQo`e� vdhgca: xit\ FRQo`e� qaS Z^RGdhh Krd U^RRj� ��� / 7@6=� /
Z� <34[<3=�

A7<6B iTOOJ Y� M adz ^dhgS`d q^gefQdegG d^^R^ GR^^dGegRa hGfdQd WW \uuu L^qah�
la FRQo`ed^h� / 7@@<� / xRk� 45� X 7� / Z� 73[7@�

A7<@B iTeTSbNT Y�' i[JRM C�' YTU[ A� TU\ YlJSL[ -� FR�#KRzd^
M^GfgedGe`^d sR^ }qhe Zq^qkkdk |RaecRQd^r |`kegokgGqegRa WW Z^RGddSgach
u�KlFK�ZL 9888� i�Ft 768=� / to^gacd^ xd^kqc� 9888� / Z� 593[536�
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A7=8B iJS C[[U Y[[' p[STKMQlJ h[KblJN[� }q`ke eRkd^qae Sgcgeqk �ked^h `hgac
o`khd#e^qga ^dhgS`d q^gefQdegG Gg^G`geh WW L^qah� \ahe� ukdGe^Ra� \asR^Q�
qaS FRQQ`a� uac�� 7@6=� / u =8� X 78� / Z� 788@[787=�

A7=7B iNJ^lUT i�' YbU g� la efdR^g qaS sqhe qkcR^geQh sR^ d^^R^ GR^^dGegRa ga
^dhgS`d a`Q{d^ hrhedQ o^RS`Ge GRSdh WW \uuu L^qah� la FRQo`ed^h� /
7@@3� / xRk� 49� �`kr� / Z� 648[659�

A7=9B CTU\MKLTbS P�C� u^^R^ GR^^dGegRa ga ^dhgS`d q^gefQdegG WW \uuu L^qah�
FRQo`e� / 7@=9� / xRk� 97� X <� / Z� 536[545�

A7=3B CTU\MKLTbS P�C� la q Gkqhh Rs q^gefQdegG GRSdh qaS q SdGRSgac
qkcR^gefQ WW \uuu L^qah� la \asR^QqegRa LfdR^r� / 7@=<� / X 97� /
Z� 65[66�

A7=4B CTU\MKLTbS P�C� }`^efd^ ^dh`keh Ra SdGRSgac q^gefQdegG ^dhgS`d
GRSdh WW \uuu L^qah� la \asR^QqegRa LfdR^r� / 7@=6� / X 94� / Z� <43[
<44�

A7=5B CJN^TKMlJ CJN C�' YlSJN g[^Mql' dTbKrMK\ B� g[lU� KdhgS`d q^gefQdegG
o^RGdhhgac `egkg^gac RoegGqk }^dSjga cqed q^^qrh WW Mook� loe� / 7@6=� /
xRk� 9<� X 7@� / Z� 3@48[3@4<�

A7=<B jNO[U @�-�' `MqqTN\ k� a�' pTZTNM^ Y� a� �dz sq`ke eRkd^qae edGfag�`dh
sR^ ^dhgS`d a`Q{d^ hrhedQh WW \uuu L^qah� la FRQo`ed^h� / 7@@9� /
xRk� 47� X 77� / Z� 7453[74<4�

A7==B `TJKKJMN `� iRz#GRhe SR`{kd#hgbd QRS`kq^ d�oRadaegqegRa R^ fRz eR
he^deGf rR`^ G^roeRo^RGdhhR^� \a ~� \Qqg qaS �� �fdac� dSgeR^h�
tdGRaS \aed^aqegRaqk wR^jhfRo Ra Z^qGegGd qaS LfdR^r ga Z`{kgG
�dr F^roeRc^qofr� Z�F y @@� i�Ft#75<8� / to^gacd^ xd^kqc� 7@@@� /
Z� 993[934�

A7=6B `[^Ql i� d�' `[^Ql c� KdhgS`d a`Q{d^ hrhedQh� q jdr eR oq^qkkdkghQ ga
o`{kgG jdr G^roeRc^qofr WW Z^RG� Rs }R`^ef \uuu trQo� Ra Zq^qkkdk qaS
vghe^g{`edS Z^RGdhhgac� / 7@@9� / Z� 439[435�

A7=@B `[^Ql i� d�' `[^Ql c� K�t#|RS`kR KdS`GegRa ga KdhgS`d �`Q{d^
trhedQh WW \uuu L^qah� Ra Zq^qkkdk qaS vghe^g{`edS trhedQh� / 7@@5� /
xRk� <� X 5� / Z� 44@/454�

A768B YSJOl g� d�' pTnK[N A� g� M sq`ke eRkd^qae ]u�K�t o^RGdhhgac dkdQdae sR^
kgadq^ hrheRkgG q^^qr vtZ qookgGqegRah WW \uuu L^qah� la FRQo`ed^h� /
7@@5� / xRk� 44� X @� / Z� 7797[7738�
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A767B Y[\MN^ONTU\ C�-�' gMURJU^ V�i�' gbKKJMU @�-� TU\ pTJK[N A� g� KdhgS`d
�`Q{d^ trhedQ M^gefQdegG: |RSd^a MookgGqegRah ga vgcgeqk tgcaqk
Z^RGdhhgac� / �� ��: \uuu Z^dhh� 7@6<�

A769B Yb d� d�' k[ B�s� Ma qkcR^gefQ sR^ hGqkgac qaS hgackd ^dhgS`d d^^R^
GR^^dGegRa ga efd ^dhgS`d a`Q{d^ hrhedQh WW \uuu L^qah� la
FRQo`ed^h� / 7@@8� / xRk� 3@� X 6� / Z� 7853[78<4�

A763B YeTNOfKTU\MN a� a� }q`ke eRkd^qae q^gefQdegG pgq egQd#hfq^dS L|K WW
Z^RG� Rs efd tZ\u� efd gaed^aqegRaqk hRGgder sR^ RoegGqk dacgadd^gac� /
7@@@� / xRk� 368=� / Z� 64[@9�

A764B YfTL[ h� Y�' pTUTRT c� m� KdhgS`d q^gefQdegG qaS geh qookgGqegRah eR
GRQo`ed^ edGfaRkRcr� / �� ��: |G]^qz#~gkk� 7@<=�

A765B pTlJN g�C�' PTnKTU\ Y� Y�' @[NtbJ$hTtbJL' BJUO[U j�c� }q`ke eRkd^qae
q^gefQdegG `age `hgac S`okgGqegRa qaS ^dhgS`d GRSdh WW \aedc^qegRa� Lfd
xit\ �`^aqk� / 7@@5� / xRk� 76� X 9[3� / Z� 76=[988�

A76<B pl[NUO[U C�-�' PNM^QlKMN c�' CJKKMN P�C� todGe^qk LdGfag�`dh ga xit\
FMv� �k`zd^ MGqSdQgG Z`{kghfd^h� 9889�

A76=B pl[NUO[U C�-�' PNM^QlKMN c�' CJKKMN P�C� todGe^qk LdGfag�`dh ga xit\
FMv� �k`zd^ MGqSdQgG Z`{kghfd^h� 9889�

A766B pRTQlMUR[ -�u�' AJUR[ j�-� L^qahsR^QqegRa qaS traedhgh Rs FRQokd�
te^`Ge`^dh Rs u�Gdhhgpd FqkG`kdh WW Me`RQqegRa qaS KdQRed FRae^Rk� /
7@@5� / xRk� 5<� X 5� / Z� =<5[==8�

A76@B uTKTQl C� xbagj jRS` q Gghdkad b{rejRprGf ebgS te^R�d aq bo^qGRpqag
gasR^QqGg WW t{R^agj \\\� �qj� \ FtMx� / 7@55�

A7@8B VJtKMn h� C�' gbKKJMU @�-� la QRS`k`h ^dokgGqegRa sR^ ^dhgS`d
q^gefQdegG GRQo`eqegRah Rs GRQokd� gaad^ o^RS`Geh� \uuu L^qah�
Ra FRQo`ed^h� / 7@@8� / xRk� 3@� X 6� / Z� 78<5[78=<�

A7@7B VJtKMn h� C�' gbKKJMU @�-�' cMTbSM P� iq^cd vraqQgG Kqacd
FRQo`eqegRah Rpd^ tQqkk }gaged Kgach WW \uuu L^qah� Ra FRQo`ed^h� /
7@@4� / xRk� 43� X 7� / Z� =6[6<�

A7@9B sTUb^lRMZJQl Y� M^gefQdegGqk FqaRagGqk u�oqahgRah Rs URRkdqa qaS |xi
}`aGegRah qh ]dad^qkgbdS KddS#|`kkd^ td^gdh WW Z^RG� \}\Z w] 78�5
wR^jhfRo Ra MookgGqegRah Rs efd KddS#|`kkd^ u�oqahgRah ga Fg^G`ge
vdhgca� / �qoqa� / 7@@5� / Z� 388[38=�
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A7@3B sTUb^lRMZJQl Y�' YlSMNR[ u�' PfJbNfTU^RJ `� wR^S idpdk vdGghgRa
vgqc^qQh �oRa efd FRaSgegRah Rs igadq^ger WW \uuu L^qah� FRQo`e�
vdhgca Rs \aedc^qedS trhe� / 9887� / xRk� PP� QRaef� / Z� 7[48�

A7@4B sTUb^lRMZJQl Y�' PfJbNfTU^RJ `�' YlSMNR[ u� wR^S#idpdk |RSdkh sR^
u�Ggdae FRQo`eqegRa Rs |`kegokd#xqk`dS }`aGegRah� Zq^e 7: iMK WW
\uuu 39ef \aeyk trQo� Ra |`kegokd#xqk`dS iRcgG� URheRa� �tM� / 9889� /
Z� 989[986�

A7@5B olTUt d�h�' YlJNTfJ _�' gbU P�' s� KdhgS`d a`Q{d^ GRapd^hgRa WW u�okR^�
LdGfaRk�: LRSqr qaS eRQR^^Rz� }qkk �Rgae FRQo`e� FRas�� vqkkqh� Ld���
95/9@ lGe�� 7@6=� / wqhfgaceRa: v� F�� 7@6=� / Z� 3@8[3@<�

A7@<B olTUt P�' gbKKJMU @�-�' CJKKMN V�d� KdG`^hgpd ^dS`GegRa ga �aged ^gac
GRQo`eqegRah WW 93^S MhgkRQq^ FRas� tgcaqkh� trhe� qaS FRQo`e�� Zqhg�G
]^Rpd� Fqkgs�� lGe� 38 / �Rp� 7� 7@6@: FRas� KdG�� pRk� 9� tqa �Rhd
 Fqkgs�&� / 7@6@� / Z� 654[65=�

A7@=B olTUt P�' gbKKJMU @�-�' CJKKMN V�d� M ad`^qk#kgjd qoo^RqGf eR �age ^gac
GRQo`eqegRa WW \uuu L^qah� Fg^G`geh qaS trhe� / 7@@8� xRk� 3=� X 6� /
Z� 7846[7859�

A7@6B olTUt P�' gbKKJMU @�-�' CJKKMN V�d� xit\ gQokdQdaeqegRa Rs ad`^qk#
kgjd adezR^jh sR^ �aged ^gac GRQo`eqegRah WW Z^RG� 39aS |gSzdhe trQo�
Fg^G`geh qaS t�he�� FfqQoqgca� \\\� M`c� 74[7<� 7@6@� xRk 7� �� ���
7@@8� / Z� 465[466�

A7@@B olTUt P� Zq^qkkdk xit\ ad`^qk hrhedQ Sdhgcah� WW to^gacd^� 7@@6� / Z� 95=�
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ОПЕЧАТКИ
Стр. Строки Напечатано Должно быть

20 Табл. 1.1 x2 x1 x1 x2
27 8-я св. Y = [Yd|Yd−1| . . . |Y1]

T = . . . Y = [Yd|Yd−1| . . . |Y1] = . . .
29 2-я св. S3-блока S2-блока
30 3-я сн. df(X)

dxi
= −f(x1, . . . , xi, . . . , xn)... df(X)

dxi
= f(x1, . . . , xi, . . . , xn)...

31 3-я св.
ф-ла (1.13)

d̃f(X)

d̃xi
= −f(x1, . . . , xi, . . . , xn)... d̃f(X)

d̃xi
= −f(x1, . . . , xi, . . . , xn)...

32 5-я св. f(X) = x2x2 ∨ x3 f(X) = x1x2 ∨ x3
33 3-я сн. ... (1.16), в (1.18), ... (1.16), в (1.17), ...
33 1-я сн. G = A2n ∗A2nR G = A2n ∗

(
A−1

2n R
)

34 2-я св. R = A2nA2n ∗G R = A2n (A2n ∗G)
50 17-я сн. блока S3 блока S2

52 10-я св.
ф-ла (2.12) ...|(m− 1)f(x1, . . . , xi, . . . , xn)... |(m− 1)f(x1, . . . , xi, . . . , xn)...

53 8-я св. f(X) = x2x2 ∨ x3 f(X) = x1x2 ∨ x3
60 4-я св. (ωj,1, ..., ωj,υ) = {ωj} = {ωj} = (ωj,1, ..., ωj,υ) = {ωj} =

104 5-я сн. ... теоремы 2.2 ... ... теоремы 5.5 ...

110 10-я св.
ф-ла (5.10)

∑
ω
(k)
j, i ...

∑
ω
(k)
i ...

110 11-я св. ω
(k)
j, i = |cki |m ω

(k)
i = |c(k)i |m

111 9-я сн. ωi =
∑
ω
(k)
j, i ... ω

(k)
i =

∑
ω
(k)
i ...

111 8-я сн. ...
∑
ω
∗(k)
j, i ... ...

∑
ρ
∗(k)
j, i ...

114 10-я сн. Далее, (6.1) Далее, (6.2)


