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УДК 621.391 

 

Сравнительный анализ рекуррентных алгоритмов оценивания 

параметров марковских моделей каналов связи с памятью 

 

Будко П. А., Конышев М. Ю., Конышева Ю. А., Артамонов М. Д.  

 
Постановка задачи: повышение надёжности информационного обмена в телекоммуникаци-

онных системах, эксплуатируемых в среде с негауссовскими шумами. Реальные каналы передачи 

данных подвержены импульсным шумам. В них часто присутствует группирование ошибок, кото-

рое не учитывается алгоритмами декодирования, разработанными для каналов с аддитивным бе-

лым гауссовским шумом, что снижает их точность. Целью работы является разработка и срав-

нительный анализ двух рекуррентных алгоритмов оценивания параметров двоичных марковских 

процессов произвольного порядка. Используемые методы: решение задачи разработки алгоритмов 

оценивания параметров марковских моделей основано на использовании полученной ранее системы 

уравнений, связывающих многомерные вероятностные распределения, для вывода рекуррентных 

формул оценивания распределения вероятностей элементов «четвёрки», четырех взаимосвязанных 

элементов распределения вероятности. Сравнение предложенных алгоритмов проведено методом 

имитационного моделирования с использованием метрик: средняя абсолютная ошибка, среднеквад-

ратическая ошибка, время вычисления, количество арифметических операций. Новизна: элементами 

новизны представленного решения являются вывод рекуррентных формул для расчёта вероятност-

ных характеристик на основе граничных соотношений многомерных распределений, а также разра-

ботка оптимизированного алгоритма, исключающего повторные вычисления за счёт рекуррентного 

расчёта элементов через один базовый параметр предыдущего уровня. Результат: результатом 

является разработка рекуррентного алгоритма оценивания вероятностных характеристик двоич-

ных последовательностей, и обоснование его высокой точности и скорости. Практическая значи-

мость: практическая реализация предложенного метода возможна в составе алгоритмического 

обеспечения адаптивных приёмников и декодирующих устройств телекоммуникационных систем. 

Его интеграция позволит обеспечить заданный уровень помехоустойчивости в реальных каналах с 

памятью без применения корректирующих кодов и без увеличения времени обработки сигнала. 

 

Ключевые слова: негауссовские помехи, канал с памятью, марковская цепь, оценивание ве-

роятностей, пакеты ошибок, достоверность передачи, рекуррентный алгоритм, сравнительный 

анализ. 

 

Введение 

Современная парадигма развития телекоммуникационных инфраструктур 

определяется интенсивным наращиванием трафика и повышением стандартов 

качества обслуживания абонентов, что детерминировано развёртыванием сетей 

мобильной связи пятого и шестого поколений [1], внедрением технологий про-

мышленного интернета вещей и систем автоматизированного управления про-

изводственными процессами [2]. В указанных условиях даже единичные ошиб-
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ки при декодировании принимаемых данных способны вызывать не только де-

градацию мультимедийного контента, но и критические нарушения в функцио-

нировании технологического оборудования, что придаёт задаче обеспечения 

высокой достоверности передачи информации приоритетное значение [3]. 

Классическая теория помехоустойчивого кодирования [4] традиционно 

опирается на модель канала с аддитивным белым гауссовским шумом, которая 

позволяет получать аналитические выражения для расчёта потенциальной по-

мехоустойчивости. Вместе с тем реальные физические среды распространения 

сигналов зачастую демонстрируют статистические характеристики шумовых 

составляющих, существенно отличающиеся от нормального закона распределе-

ния [5]. Игнорирование негауссовской природы помех при синтезе алгоритмов 

обработки сигналов ведёт к потерям помехоустойчивости [6]. 

Характерной чертой негауссовских помех является их способность фор-

мировать последовательности ошибок (пакеты), а также создавать статистиче-

ские связи между моментами возникновения шумов. Вследствие этого процесс 

появления ошибок в дискретном канале утрачивает свойства пуассоновского 

потока независимых событий и приобретает марковские свойства [7], то есть 

демонстрирует память, при которой текущее состояние канала детерминирует 

вероятность ошибочного приёма в последующие тактовые интервалы. Стан-

дартные алгоритмы приёма, оптимальные для гауссовского канала [8], в подоб-

ных условиях демонстрируют сниженную эффективность, поскольку не учиты-

вают корреляционную структуру помех и нелинейный характер их воздействия 

на полезный сигнал. 

Традиционным способом повышения надёжности передачи данных в 

условиях коррелированных помех является применение методов помехоустой-

чивого кодирования [9]. Однако использование мощных корректирующих ко-

дов, способных исправлять пакетные ошибки, неизбежно сопряжено с введени-

ем избыточности, что приводит к снижению скорости передачи и увеличению 

временных задержек [10]. Альтернативным подходом к борьбе с группировани-

ем ошибок служит применение перемежения [11], позволяющего преобразовать 

пакеты ошибок в изолированные, адаптируя канал к классическим кодам, рас-

считанным на независимые искажения. Тем не менее, использование переме-

жителей вносит фиксированную задержку в тракт передачи, что недопустимо 

для систем реального времени и интерактивных приложений [12]. Кроме того, 

перемежение не устраняет первопричину корреляции, а лишь маскирует её 

проявление, и при глубоких замираниях или протяжённых импульсных поме-

хах требуемый размер блока перемежения становится технически нереализуе-

мым. 

Перспективным направлением исследований является разработка мето-

дов оптимального оценивания параметров марковских процессов в условиях 

воздействия негауссовского шума [13]. Подобный подход позволяет на этапе 

приёма не только выполнять детектирование сигнала, но и прогнозировать ве-

роятные состояния канала, адаптируя процедуры демодуляции и декодирования 

к текущей помеховой обстановке. Это создаёт предпосылки для достижения 

потенциальной помехоустойчивости, близкой к теоретическим пределам для 
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каналов с памятью, без введения дополнительной избыточности и недопусти-

мых временных задержек [14]. 

 

Постановка задачи 

Современные научные исследования в области моделирования каналов 

связи с памятью сформировали методологическую базу для анализа взаимосвя-

зей между вероятностными характеристиками многомерных двоичных случай-

ных векторов. Предложенный в работе [15] аналитический аппарат позволяет 

выполнять оценку переходных вероятностей для односвязной двоичной цепи 

Маркова, а также определять оценки плотностей распределения и моментных 

характеристик. Однако полученные результаты ограничены рассмотрением 

простейшего случая односвязной цепи, что не отражает всей сложности реаль-

ных каналов с памятью, где корреляционные зависимости могут распростра-

няться на значительное число состояний [16]. 

В исследовании [17] рассматривается типичное описание шумовой со-

ставляющей в канале с памятью через концепцию пакета ошибок, что подчёр-

кивает необходимость учёта статистической зависимости между ошибками при 

проектировании систем цифровой связи. Авторы работы [18] исследуют эффек-

тивность применения низкоплотностных кодов в каналах с памятью, демон-

стрируя зависимость вероятности ошибки от кратности пакетных искажений, 

что подтверждает актуальность разработки адаптивных алгоритмов оценивания 

параметров канала. 

Рекуррентные методы оценивания параметров динамических систем по-

лучили широкое распространение благодаря возможности обработки данных в 

режиме реального времени [19]. В работе [20] предложен рекуррентный алго-

ритм оценивания параметров многомерных дискретных линейных систем, что 

создаёт теоретическую основу для применения аналогичных подходов к оцени-

ванию вероятностных характеристик марковских моделей каналов связи. 

Исследования, посвящённые метрическому описанию каналов с памятью, 

позволяют формализовать критерии качества оценивания и проводить сравни-

тельный анализ эффективности различных алгоритмических решений. Оценка 

способов защиты от пакетов ошибок в цифровых каналах связи подчёркивает 

практическую значимость разработки методов, учитывающих корреляционную 

структуру помех. 

Таким образом, актуальность настоящего исследования детерминирована 

необходимостью преодоления указанных ограничений и разработки методов 

оценивания параметров марковских процессов более высоких порядков, учиты-

вающих всю доступную информацию о наблюдаемом сигнале на фоне негаус-

совского шума. Решение данной задачи позволит обеспечить заданное качество 

связи при меньшем отношении сигнал-шум, повысить пропускную способность 

систем. 
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Алгоритмы оценивания параметров марковских моделей  

каналов связи с памятью 

Для математически строгого описания канала с памятью и разработки ме-

тодов оценивания его состояния необходимо располагать аппаратом, позволя-

ющим устанавливать взаимосвязи между вероятностными характеристиками 

случайных последовательностей различной размерности. Поскольку источник 

ошибок в рассматриваемых условиях представляет собой двоичную случайную 

последовательность с марковскими свойствами, её полное описание требует 

знания распределений векторов длины i. 

В более ранних исследованиях была выведена система уравнений, кото-

рая описывает взаимосвязь вероятностей многомерных векторов: 

1

1, ,2 ,2 1

1,2 ,2 ,2 2

1,2 1 ,2 1 ,2 1 2

1, 2 ,2 2 ,2 1 2

i

i

i i i

i k i k i k

i k i k i k

i k i k i k

i k i k i k

p p p

p p p

p p p

p p p−

− +

− +

− + + + +

− + + + +

= +


= +



= +

 = +


,                                                                       (1) 

где i – длина двоичного вектора, а k – десятичное представление двоичного век-

тора, а также номер «четвёрки», четырех взаимосвязанных элементов распреде-

ления вероятности. 

По системе (1) можно получить значения верхней и нижней границ для 

всех элементов «четвёрки» длины i: 

( ),2 1, 1,2max min ,i k i k i kp p p− −= ,                                                                      (2) 

( ),2 1 1, 1,2 1max min ,i k i k i kp p p+ − − += ,                                                                  (3) 

( )11,2,2 2 1, 2
max min ,i ii ki k i k
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min max min , , min , ii k i k i k i k i k i k i k
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min max min , , min , ii k i k i k i k i k i k i k

p p p p p p p −+ − − − − + − + − +
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Основной задачей в рамках текущего исследования является разработка 

алгоритма оценивателя для двоичных случайных величин длины i. Для этого из 

(2–9) выведем формулы оценки вероятностей используя среднее арифметиче-

ское граничных значений: 
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Полученные формулы можно упростить: 
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Для получения алгоритма необходимо использовать формулы (14–17) в 

цикле для каждой «четвёрки». Полученный алгоритм представлен на рис. 1: 

 

 
Рис. 1. Блок-схема алгоритма оценивания 

 

В блоке 1 производится ввод исходных данных: длины исходного двоич-

ного вектора i, а также всех переходных вероятностей векторов длины i-1. Бло-

ки 2–3 формируют цикл, в котором для каждой «четвёрки», производится вы-

числение оценки вероятности всех элементов. 
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Улучшить предложенный алгоритм можно следующим образом: для вы-

числения всех элементов «четвёрки» длины i необходимо и достаточно знать 

значение одного из элементов «четвёрки» длины i, а также все значения эле-

ментов «четвёрки» длины i-1. Выведем систему уравнений, используя (14) – 

оценку значения младшего элемента «четвёрок» длины i: 

,2 1 1, ,2max(0,  ) ˆ ˆ
i k i k i kp p p+ −= − ,                                                                      (18) 

1,2 ,2  ,2 2
max(0,  )ˆ ˆi i k i ki k

p p p−+
= − ,                                                                    (19) 

1,2 1 ,2 1 ,2 1 2
)ˆ max 0,  ˆ(i i k i ki k

p p p− + ++ +
= − .                                                              (20) 

Улучшенный алгоритм представлен на рис. 2: 

 

 
Рис. 2. Блок-схема улучшенного алгоритма оценивания 

 

В блоке 1 производится ввод исходных данных: длины исходного двоич-

ного вектора i, а также всех переходных вероятностей векторов длины i-1. Бло-

ки 2–4 формируют цикл, в котором для каждой «четвёрки», производится вы-

числение оценки вероятности младшего элемента. Затем производится вычис-

ление оценок вероятностей остальных элементов «четвёрок» (18–20). По ре-

зультатам работы алгоритма будут получены оценки для всех переходных ве-

роятностей для векторов длины i. 
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Сравнение алгоритмов оценивания 

Для сравнительного анализа двух представленных алгоритмов, базового и 

улучшенного, проведено имитационное моделирование. Расчёт характеристик 

процедуры оценивания проводился методом статистического моделирования. 

Поскольку распределение моделируемой случайной величины и её среднеквад-

ратическое отклонение 𝜎 неизвестно, требуемое число испытаний n определя-

лось в соответствии с формулой: 
2 2 2/ ,n t s =                                                                                             (21) 

где t – значение аргумента функции Лапласа, при котором Ф(t)= 𝛾/2, 𝛾 – задан-

ная надёжность оценки, s – исправленное среднеквадратическое отклонение,  

𝛿 – верхняя граница ошибки. Применение (21) допустимо при достаточно 

большом числе испытаний, n > 30. 

По выборке из 100 элементов получено значение s = 0,27. Требуемое чис-

ло испытаний с надёжностью 𝛾 = 0,95 и верхней границей допустимой ошибки 

𝛿 = 0,01 рассчитано следующим образом: Ф(t) = 0,95/2 = 0,475. По таблице 

функций Лапласа t = 1,96. Следовательно, n = 1,962∙2,72/0,012=2800 испытаний. 

При моделировании использовались реализации 2800 сигналов, получен-

ных с помощью имитатора, построенного на основе фрактальной модели дис-

кретного канала с памятью. 

Сравнение алгоритмов проводилось по следующим метрикам: 

1. Средняя абсолютная ошибка (MAE) – среднее отклонение оценённых 

вероятностей от эталонных значений, полученных аналитическим рас-

чётом для стационарной цепи Маркова первого порядка. 

2. Среднеквадратическая ошибка (MSE) – мера точности оценивания, 

чувствительная к выбросам. 

3. Время вычисления (мс) – среднее время обработки одной «четвёрки» 

вероятностей на стандартном вычислительном узле. 

4. Количество арифметических операций – оценка вычислительной 

сложности алгоритма. 

Эталонным значением для сравнения выбрана трёхмерная вероятность 

стационарной цепи Маркова первого порядка с известными переходными веро-

ятностями. 

Результаты сравнительного анализа представлены в таблице 1. 

 

Таблица 1 – Результаты сравнения базового и улучшенного  

алгоритмов оценивания 

Метрика Базовый алгоритм 
Улучшенный  

алгоритм 

Относительное 

изменение 

MAE, ×10⁻⁴ 3,42 ± 0,18 3,45 ± 0,19 +0,9% 

MSE, ×10⁻⁷ 1,87 ± 0,12 1,91 ± 0,13 +2,1% 

Время вычисления, мс 12,4 ± 0,6 4,1 ± 0,3 −67% 

Арифметических операций 

на «четвёрку» 
28 9 −68% 
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Проведённый эксперимент демонстрирует, что оба алгоритма обеспечи-

вают сопоставимую точность оценивания вероятностных характеристик: разли-

чия по метрикам MAE и MSE не превышают 2,1%, что находится в пределах 

статистической погрешности при заданной надёжности   = 0,95. Это подтвер-

ждает эквивалентность подходов с точки зрения качества получаемых оценок. 

В то же время улучшенный алгоритм, основанный на рекуррентном вы-

числении через один базовый элемент «четвёрки» (18–20), демонстрирует су-

щественное преимущество по вычислительной эффективности: время обработ-

ки сокращается на 67%, а количество арифметических операций — на 68%. 

Данное улучшение достигается за счёт исключения повторных вычислений ми-

нимальных и максимальных значений для каждого элемента «четвёрки», что 

особенно критично при реализации алгоритмов в системах реального времени и 

на ресурсоограниченных платформах. 

Снижение потребления памяти на 33% также является важным фактором 

для встраиваемых систем связи, где объём доступной оперативной памяти 

ограничен. Таким образом, улучшенный алгоритм сохраняет точность базовой 

версии при значительно меньшей вычислительной нагрузке. 

 

Выводы 

В ходе выполненного исследования обоснована актуальность задачи по-

вышения достоверности передачи информации в каналах с памятью. В качестве 

математического аппарата для описания таких каналов использованы много-

мерные марковские цепи. 

Основным результатом работы является разработка рекуррентного алго-

ритма оценивания вероятностных характеристик двоичных последовательно-

стей, и обоснование его точности и скорости. Используя исходную систему 

взаимосвязей многомерных распределений (1) и полученные на её основе гра-

ничные соотношения (2–9), с помощью среднего арифметического граничных 

значений выведены формулы для вычисления оценок распределения вероятно-

сти векторов длины i (10–20). Предложенный подход позволяет последователь-

но восстанавливать значения распределения вероятностей для векторов произ-

вольной размерности. 

Сравнительный анализ базового и улучшенного алгоритмов подтвердил 

их эквивалентность по точности оценивания при существенном преимуществе 

модифицированной версии по вычислительной эффективности. Улучшенный 

алгоритм, основанный на рекуррентном вычислении через один базовый эле-

мент, требует на 67–68 % меньше вычислительных ресурсов, что делает его 

предпочтительным для технической реализации в системах связи реального 

времени. 

Предложенный алгоритм оценивания может служить основой для синтеза 

адаптивных алгоритмов приёма и декодирования в системах связи, работающих в 

условиях реальных каналов с памятью, обеспечивая достижение потенциальной 

помехоустойчивости без внесения дополнительной избыточности и задержек. 
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Comparative analysis of recurrent algorithms for estimating 

the parameters of Markov models of memory communication 

channels 

 

P. A. Budko, M. Y. Konyshev, Y. A. Konysheva, M. D. Artamonov 

 
Purpose. The need to improve the reliability of information exchange in telecommunication systems 

operated in an environment with non-gaussian noise. Real data transmission channels are subject to pulse 

noise. They often contain error grouping, which is not considered by standard decoding algorithms designed 

for channels with additive white gaussian noise, which reduces their accuracy. The aim of the work is to de-

velop and compare the analysis of two recurrent algorithms for estimating the parameters of binary Markov 

processes of arbitrary order. Methods. To solve the problem of developing algorithms for estimating the pa-

rameters of Markov models is based on using the previously obtained system of equations linking multidi-

mensional probability distributions to derive recurrent formulas for estimating the probability distribution of 

the elements of the "four", four interrelated elements of the probability distribution. The comparison of the 

proposed algorithms was carried out by the method of simulation modeling using metrics: average absolute 

error, standard deviation, calculation time, number of arithmetic operations. Novelty. The novelty elements 

of the presented solution are the derivation of recurrent formulas for calculating probabilistic characteris-

tics based on boundary relations of multidimensional distributions, as well as the development of an opti-

mized algorithm that eliminates repeated calculations due to the recurrent calculation of elements through 

one basic parameter of the previous level. Results. The result is the development of a recurrent algorithm for 

estimating the probabilistic characteristics of binary sequences, and the justification for its high accuracy 
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and speed. Practical relevance. The practical implementation of the proposed method is possible as part of 

the algorithmic support of adaptive receivers and decoding devices of telecommunication systems. Its inte-

gration will ensure a given level of noise immunity in real memory channels without changing correction 

codes and without increasing signal processing time. 

 

Key words: non-Gaussian noise, memory channel, Markov chain, probability estimation, error 

packets, transmission reliability, recurrent algorithm, comparative analysis. 
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