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стохастических дифференциальных уравнений 
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Актуальность. Разработка математических моделей сигналов в непрерывных каналах связи 

является необходимым этапом исследований каналов связи, так как проведение натурных испыта-

ний, как правило, является сложным и не всегда физически возможным процессом и ограниченно су-

щественными временными затратами. Поэтому создание моделей является необходимым этапом 

изучения характеристик каналов связи и разработки алгоритмов первичной обработки сигналов в 

них. Одним из основных требований, предъявляемых к таким моделям, является их адекватность 

реальным процессам, происходящим в канале, которую можно оценить путем сравнения по крите-

риям согласия результатов моделирование случайных процессов с теоретическими плотностями 

распределения вероятностей. Одним из наиболее конструктивных подходов к моделированию явля-

ется использование метода переменных состояния и построение моделей в форме стохастических 

дифференциальных уравнений. При этом моделирование сигналов в непрерывных каналах связи в 

форме стохастических дифференциальных уравнений предполагает решение задачи синтеза таких 

уравнений, то есть определение их размерности и коэффициентов с необходимой точностью, чему 

и посвящена настоящая статья. Рассматривается задача моделирования когерентных и частично-

когерентных сигналов в форме одномерных и многомерных стохастических дифференциальных 

уравнений. Синтезированы уравнения для частично-когерентных сигналов в пространственно-

временном смысле и для частично-когерентных сигналов в частотной области. Показано при каких 

условиях возникает частичная когерентность сигналов и проанализированы их характеристики. Для 

оценки частично-когерентных сигналов в частотной области предложен модифицированный 

фильтр Калмана. Целью работы является представление методов синтеза стохастических диф-

ференциальных уравнений, описывающих случайные параметры сигналов (коэффициент передачи, 

амплитуды, фазы, количество запросов, ожидающих обслуживания в сетях B-RAN и др.), в непре-

рывных каналах связи, и разработка на их основе новых одномерных и многомерных уравнений для 

различных распределений. Результаты, их новизна и практическая значимость. В работе синте-

зированы новые стохастические дифференциальные уравнения и проанализирована их адекватность 

для представления случайных сигналов в непрерывных каналах связи по критериям согласия путем 

сравнения с теоретическими распределениями. Показано, что модели обладают хорошей точно-

стью представления вероятностных характеристик случайных процессов. При этом уравнение для 

распределения Райса позволяет моделировать амплитуды сигналов в многолучевых каналах, а рав-

номерное распределение – фазы сигналов. Приведённый в начальной части работы обзор методов 

синтеза стохастических дифференциальных уравнений будет полезен специалистам, занимающимся 

разработкой и исследованием моделей сигналов в непрерывных каналах связи. 
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Введение 

Разработка любой современной системы связи невозможна без точного 

представления о канале, который предполагается использовать для передачи 

информации. При этом на этапе теоретических исследований необходимо ис-

пользование математических моделей каналов, от адекватности которых зави-

сит обоснованность принимаемых технических решений. 

Построение математических моделей сигналов в непрерывных каналах 

связи с учетом реальных свойств среды распространения радиоволн и воздей-

ствия различного рода помех, является необходимым этапом при выборе и раз-

работке разных элементов приёмной и передающей аппаратуры, а также может 

являться основой для создания различного вида программных и аппаратных 

имитаторов каналов, используемых при испытаниях аппаратуры связи и анали-

зе эффективности алгоритмов преобразования и обработки сигналов. Необхо-

димо отметить, что в реальных каналах связи не только помехи, но зачастую и 

характеристики среды распространения радиоволн приходится рассматривать 

как случайные функции времени, частоты, а иногда и пространственных коор-

динат, например, в каналах с замираниями или в системах радиосвязи с много-

элементными антеннами. Кроме того, на основе полученных математических 

моделей сигналов в непрерывных каналах связи возможен синтез алгоритмов 

оптимальной и подоптимальной обработки сигналов, решающих задачи обна-

ружения, различения и фильтрации сигналов. 

 

Методы моделирования случайных параметров сигналов 

в непрерывных каналах 

Пусть для передачи цифровой информация используется система из M -

сигналов ( M -позиционная система передачи) ( ), {0,1  ..., , 1}ls t l M  , каждый из 

которых обладает конечной энергией и передается на интервале времени T  

(символьный интервал). В общем виде модель непрерывного канала связи мо-

жет быть представлена в виде [1, 2]: 

( ) ( ) ( )) ,( lt s t ty t     (1) 

где ( )y t  – сигнал на входе приемника (на выходе непрерывного канала связи), 

( )t  – коэффициент передачи канала, зависящий от характеристик среды рас-

пространения радиоволн, ( )ls t  – переданный сигнал (на входе непрерывного ка-

нала связи), ( )t  – белый гауссовский шум (БГШ) с односторонней спектраль-

ной плотностью мощности 0N . 

В общей модели канала (1) можно выделить два частных случая: 

1) если ( ) ( )t A t  , где ( )A t  – детерминированная функция, то модель (1) 

представляет собой модель канала с аддитивным белым гауссовским 

шумом [1, 3]; 

2) если ( )t  – случайный процесс (или в частном случае ( )t   – слу-

чайная величина), то (1) представляет собой модель канала с неселек-

тивными по частоте общими замираниями. 
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Во втором случае при когерентном приеме для квадратурных составляю-

щих коэффициента передачи справедлива совместно гауссовская четырехпара-

метрическая плотность вероятности [1-4]: 
2 2

2 2 2

( ) ( )1
( , ) exp ,

2 2 2

c c s
c s

c s c

s

s

m m
W

 
 

   

  
   

 
 

где 2 2

c s     – коэффициент передачи канала, c и s  – квадратурные состав-

ляющие коэффициента передачи, cm и sm – математические ожидания, а 2

c и 
2

s  – дисперсии квадратурных составляющих c и s соответственно. 

Четырехпараметрическое распределение коэффициента передачи   и фа-

зы  arctan /c s    определяется при этом выражениями [3] 
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для которых были введены следующие обозначения: 
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 (4) 

где  0I x  – модифицированная функция Бесселя первого рода нулевого поряд-

ка, ( 2 )K  – интеграл вероятности. 

Экспериментальные данные по замираниям в радиоканалах различных 

диапазонов [2-5] подтверждают возможность удовлетворительной аппроксима-

ции распределений амплитуд и фаз как общим четырехпараметрическим зако-

ном, так и его частными случаями, к основным из которых можно отнести сле-

дующие [3, 4]:  

1) трехпараметрические замирания ( 0cm  ); 

2) райсовские замирания ( 2 2 2

sc    , 2 2 0c sm m  ); 

3) подрэлеевские замирания ( 0c sm m  ) или распределение Хойта, для 

которого наиболее глубокие замирания в рамках этой модели 

соответствуют случаю одностороннего нормального распределения 

( 0,c sm m  2 0c  ); 

4) рэлеевские замирания ( 2 2 20,c ss cm m      ); 

5) канал без замираний ( 2 2 0c s   ). 

Представление (2)-(3) достаточны сложны при практическом использова-

нии и для их применения требуется выполнение условий дифференцируемости. 

В качестве модели коэффициента передачи (КС)   традиционно рассматрива-

ются:  

1) распределение Рэлея 
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Подход, не требующий выполнения условий дифференцируемости, пред-

ложен в работе [1], где доказана теорема, согласно которой плотность распреде-

ления вероятностей (ПРВ) коэффициента передачи ( )W   может быть представ-

лена в виде разложения в ряд по распределению Райса-Накагами: 
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– распределение Райса-Накагами. 

Экспериментальные данные по замираниям в КВ диапазоне [5] подтвер-

ждают возможность удовлетворительной аппроксимации распределений ам-

плитуд и фаз как общим четырехпараметрическим законом [1], так и его част-

ными случаями, к основным из которых относятся перечисленные ранее трех-

параметрические, райсовские, подрэлеевские, рэлеевские замирания и канал без 

замираний. 

Следует подчеркнуть, что в рамках четырехпараметрической модели за-

мирания амплитуд и фаз сигнала коррелируют, что подтверждается экспери-

ментальными данными для различных радиотрасс. Что касается параметров 
2 2, , ,s sccm m    указанной модели, то в подавлявшем большинстве реальных кана-

лов связи их можно считать независимыми от времени [2, 3]. 

При некогерентном приеме кроме случайных распределений амплитуд, 

зависящих от коэффициента передачи, описываемого одним из распределений 

(5)-(8) необходимо также учитывать случайное распределение фазы сигнала. 

Существуют различные методы описания случайных параметров сигна-

лов в непрерывных каналах связи, к основным из которых можно отнести сле-

дующие модели. 

1. Модели в форме конечномерных распределений вероятностей и соот-

ветствующих им моментных функций [6-13]. Это наиболее универ-

сальный метод представления случайных процессов, полностью опи-

сывающий все характеристики и параметры процессов и их изменения 
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во времени. Существенным недостатком этого метода является его 

громоздкость, наиболее сильно проявляющаяся при использовании 

многомерных распределений или моментов высших порядков. В связи 

с этим, как правило, в большинстве случаев на практике ограничива-

ются описанием сигналов и помех в терминах первых двух моментов 

или соответствующих им спектральных характеристик. В то же время 

такое представление, как известно, является полным только для гаус-

совских случайных процессов и полей. Однако, во-первых, в непре-

рывных каналах связи действуют сосредоточенные по спектру и им-

пульсные помехи, аппроксимация которых гауссовскими процессами 

неправомерна, а во-вторых, в каналах связи с замираниями амплитуды 

сигналов и коэффициенты передачи каналов описываются различны-

ми негауссовскими распределениями, что требует учета моментов бо-

лее высоких порядков.  

2. Модели в форме импульсных характеристик или комплексных пере-

даточных функций непрерывных каналов связи [13, 14]. Данные мето-

ды позволяют получить законченные решения лишь и для стационар-

ных в широком смысле случайных процессов, что не всегда имеет ме-

сто на практике. 

3. Модели в форме разложения импульсных характеристик в ряды, кото-

рые могут быть построены на основе оптимального разложения Кару-

нена-Лоэва или некоторых подоптимальных ортогональных разложе-

ний, подробно описанных в [4]. При этом задавая коэффициенты раз-

ложения Карунена-Лоэва в виде координат разложения корреляцион-

ных функций (моментов второго порядка), как предложено в [4], по-

лучаем, что подобное представление справедливо для гауссовских 

случайных процессов. 

4. Обобщенная модель канала Кронекера для представления импульсной 

характеристики канала [15, 16]. 

5. Модели в форме стохастических дифференциальных уравнений 

(СДУ) и полученных на их основе разностных стохастических урав-

нений (РСУ), позволяющие описывать нестационарные негауссовские 

случайные процессы [2, 3, 17-29]. Отметим, что в форме СДУ могут 

быть представлены и модели, рассматриваемые в третьем и четвертом 

пунктах, о чем будет сказано в дальнейшем. 

При рассмотрении и сравнении между собой различных методов описа-

ния и моделирования случайных процессов необходимо обращать внимание на 

две основных характеристики рассматриваемых методов. 

1. Адекватность математических моделей, которая может быть оценена 

по различным критериям согласия, рассматриваемым далее. 

2. Полнота представления различных классов случайных процессов: 

стационарные и нестационарные (в широком и узком смысле), эрго-

дические и неэргодические (в классе стационарных), гауссовские и 

негауссовские. 
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По последней характеристике наиболее универсальным является пред-

ставление процессов в форме СДУ, позволяющих описывать в общем случае не-

стационарные негауссовские случайные процессы.  

Сущность представления случайного процесса, описывающего параметры 

сигнала в непрерывном канале связи, в форме СДУ состоит в том, что он интер-

претируется в качестве выходного сигнала некоторой гипотетической динами-

ческой системы, называемой формирующим фильтром или уравнением состоя-

ния и возбуждаемой стандартным случайным процессом с известными характе-

ристиками, в качестве которого для описания непрерывных процессов, как пра-

вило, выбирается белый гауссовский шум (БГШ), называемый формирующим 

шумом или шумом состояния. При моделировании импульсных процессов в ка-

честве формирующего шума выбирается пуассоновский процесс. Такое описа-

ние относится к моделям феноменологического типа, тот есть формирующий 

фильтр отражает не реальные механизмы, происходящие при преобразовании 

сигналов и помех в непрерывном канале связи, а наблюдаемые на выходе кана-

ла статистические свойства сигналов и помех. 

Модели в форме СДУ и (или) РСУ в отличие от представлений в форме 

конечномерных распределений вероятностей и соответствующих им момент-

ных функций, позволяют непосредственно генерировать случайные процессы и 

поля с заданными статистическими характеристиками и использовать имеющи-

еся средства программных сред, таких как MATLAB и SIMULINK для их моде-

лирования. Это упрощает построение программных имитаторов непрерывных 

каналов связи. Кроме того, запись уравнений состояния процесса в форме СДУ 

наряду с уравнением наблюдения позволяет непосредственно синтезировать ал-

горитмы линейной или нелинейной оптимальной фильтрации в непрерывном 

времени (аналоговая фильтрация). Аналогично этому представление уравнения 

состояния в форме РСУ позволяет синтезировать алгоритмы линейной или не-

линейной оптимальной фильтрации в дискретном времени (цифровая фильтра-

ция). 

Несмотря на то, что основы применения метода переменных состояния в 

задачах статистической теории связи заложены в начале 60-х годов прошлого 

века [30-33], некоторые вопросы, связанные с практическим получением кон-

кретного вида СДУ или РСУ по заданным характеристикам случайного про-

цесса в канале или по наблюдениям за его реализациями, до последнего време-

ни не были в полной мере решены. 

К основным этапам представления математических моделей параметров 

сигналов в непрерывных каналах связи в форме СДУ относятся: 

1) синтез СДУ на основе имеющейся априорной информации о случай-

ных параметрах сигналов в непрерывных каналах связи; 

2) решение СДУ путем вычисления стохастического интеграла (в форме 

Ито или Стратоновича) и получение в результате требуемой модели 

случайных параметров (модель в интегральном виде); 

3) переход от СДУ к РСУ с использованием различных разностных схем 

[23, 34] и представление модели случайных параметров в виде раз-
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ностной схемы, позволяющей моделировать нестационарные измене-

ния случайного процесса во времени. 

 

Общение описание СДУ 

Общий вид СДУ, описывающего нестационарный случайный процесс, за-

писывается следующий образом: 

   
d ( )

( ), ( ), ( ),
d

t
t t t t t

t
 

x
f x G x v  (9) 

где ( )tx  – моделируемый N -мерный векторный случайный процесс,  ( ),t tf x  – 

N -мерный векторный коэффициент СДУ,  ( ),t tG x  – N N -мерный матричный 

коэффициент СДУ, ( )tv  – N -мерный векторный белый гауссовский шум (фор-

мирующий шум или шум состояния). Под решением задачи синтеза марковской 

модели случайного процесса в форме СДУ будем понимать алгоритм определе-

ния с заданной точностью функций  ( ),t tf x ,  ( ),t tG x , ( )tv  и размерности N , 

определяющих СДУ (9), по известным вероятностным характеристикам моде-

лируемого процесса ( )tx  [3]. При этом под заданием векторного БГШ ( )tv  по-

нимаем определение матрицы спектральный плотностей мощности его состав-

ляющих. 

Для гауссовских процессов известно полное и математически строгое ре-

шение указанной задачи синтеза: оно определяется теоремами Дуба [3, 17], на 

основе которых можно получить коэффициенты линейного СДУ вида 
d ( )

( ) ( ) ( ) ( ).
d

t
t t t t

t
 

x
f x G v  (10) 

В негауссовском же случае общий алгоритм такого представления неизвестен.  

Определяющим свойством непрерывного марковского процесса является 

то, что условная плотность вероятности перехода и безусловная плотность ве-

роятности процесса удовлетворяет уравнению в частных производных вида 

 
1

( 1)
( , ) ( , ) ( , ) ,

!

n n

nn
n

W t t W t
t n





  


 
x k x x

x
 (11) 

в котором 

 
0

1
( , ) lim M ( ) ( ) | ( )

n

n
t

t t t t t
t 

    
 

x xk x x  (12) 

– кинетические коэффициенты марковского случайного процесса, где 

 M |   – оператор условного математического ожидания. Уравнение (11) спра-

ведливо для любых случайных процессов, для которых существуют кинетиче-

ские коэффициенты (12). Кинетические коэффициенты являются такой же пол-

ной характеристикой случайных процессов, как и другие числовые характери-

стики (начальные и центральные моменты) при их количестве, стремящимся к 

бесконечности. 

Частным случаем уравнения (11) является уравнение, которое можно по-

лучить для так называемых диффузионных марковских процессов. Для диффу-

зионных процессов только первый 1( , )tk x  и второй 2 ( , )tk x  коэффициенты (12) 
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отличны от нуля, то есть ( , ) 0n t xk для 3n  . При этом первый кинетический ко-

эффициент 1( , ) ( , )t tx k xa  называется коэффициентом сноса, характеризующим 

среднее значение локальной скорости марковского процесса, а второй 

2( , ) ( , )t tb x k x  называется коэффициентом диффузии, характеризующим локаль-

ную скорость изменения дисперсии приращения. 

Для диффузионных процессов уравнение (11) приобретает следующий 

вид: 

   
2

2

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

2
W t t W t t W t

t

  
  

  
x a x x b x x

x x
 (13) 

Уравнение (13) называется уравнением Фоккера-Планка-Колмогорова (УФПК) 

[3, 17-20], которое решается при начальном условии 0 0 )( , ) (W t Wx x . 

Использование моделей в виде марковских случайных процессов вроде 

бы ограничивает память канала [35], что сужает область применимости данного 

класса моделей непрерывных каналов связи, но однако при увеличении размер-

ности N  случайного процесса ( )tx  в уравнении (9) можно за счет усложнения 

СДУ достичь сколь угодно требуемой точности по любому из критерию синте-

за и учесть память канала любой величины [3]. 

Кроме классических постановок задач моделирования непрерывных ка-

налов связи для описания случайных параметров узкополосных задаваемых в 

гармоническом виде сигналов и помех (амплитуды, коэффициента передачи, 

начальной фазы и др.) представление в форме линейных (10) и нелинейных (9) 

СДУ в настоящее время получает более широкое распространение и в других 

радиотехнических задачах. Так, в [36] предложено использование непрерывных 

марковских процессов для моделирования сигналов в сетях радиодоступа с 

поддержкой блокчейна B-RAN (англ. Blockchain Radio Access Network). В дан-

ном случае количество запросов, ожидающих обслуживания, представляется 

N -мерным марковским непрерывным случайным процессом ( N -определяется 

количеством полученных подтверждений для перехода к обслуживанию), опи-

сываемым многомерным СДУ (9). При этом учтен тот факт, что при ожидании 

обслуживания несколько запросов (для одного и того же блока) могут прибы-

вать одновременно, то есть некоторые предыдущие события могут повлиять на 

текущую стадию состояния очереди, так что процесс в этом случае не является 

марковским. Однако, если этим можно пренебречь, например, когда поток за-

просов не такой интенсивный, то марковская модель процесса массового об-

служивания может быть успешно использована на практике [36]. 

В работе [15] предложена гауссовская модель канала в сетях с неортого-

нальным доступом и многоантенной приемо-передачей NOMA-MIMO (англ. 

Non Orthogonal Multiple Access-Multiple Input Multiple Output) на основе орто-

гонализации матричных функций в обобщенной модели Кронекера [15, 16, 37] 

с последующей оптимальной фильтрацией параметров для идентификации 

пользователей NOMA с помощью фильтра Калмана или подоптимальных би-

нарных алгоритмов проверки гипотез. 

Таким образом, в качестве моделируемых процессов ( )tx  в (9) или (10) 

могут рассматриваться параметры сигналов и помех в непрерывных каналах 
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связи, количество запросов, ожидающих подтверждения в сетях B-RAN, или 

параметры гауссовского канала в сетях NOMA-MIMO. 

 

Синтез одномерных СДУ 

Стохастическое дифференциальное уравнение (9) для одномерного слу-

чая записывается в виде:  

   
d ( )

( ), ( ), ( ),
d

x t
f x t t g x t t v t

t
   (14) 

где  ( ),f x t t  и  ( ),g x t t  одномерные коэффициенты СДУ, ( )v t  – БГШ со спек-

тральной плотностью мощности 0N . 

Случайный процесс 0( ),x t t t  называется решением СДУ (14), удовлетво-

ряющим начальному условию 0 0( )x t x , если справедливо следующее инте-

гральное представление: 

   
0 0

0( ) ( ) ( ), d ( ), d ( ).

t t

t t

x t x t f x g x v          (15) 

В (15) в правой части присутствуют стохастические интегралы. В зависи-

мости от способа построения соответствующей интегральной суммы стохасти-

ческие интегралы подразделяются на стохастические интегралы Ито и симмет-

ризованные стохастические интегралы (или стохастические интегралы Страто-

новича) [3, 17-19, 32]. Стохастический интеграл от некоторой детерминирован-

ной функции вводится как предел интегральных сумм, понимаемый в средне-

квадратическом смысле. Интеграл, определённый на основе значений функции, 

взятых в крайних левых точках подынтервалов, называют стохастическим инте-

гралом в смысле Ито [32], а при выборе указанных точек в серединах подын-

тервалов — стохастическим интегралом в смысле Стратоновича [33].  

Коэффициенты СДУ (14) однозначно связаны с коэффициентами сноса и 

диффузии диффузионного марковского процесса следующим образом [14, 17-

20]: 

   2

0

1 ( ,
( , )

) 1
, ( , ) ( ), .

4 2
,

b x t
b x t N g x t t

x
a x t f x t  




 (16) 

Выражение (16) позволяет однозначно определить коэффициенты сноса и диф-

фузии по коэффициентам СДУ (13) и наоборот – коэффициенты СДУ по коэф-

фициентам сноса и диффузии. Таким образом, для синтеза одномерных СДУ 

возможно, зная УФПК для плотности распределения вероятности, найти коэф-

фициенты сноса и диффузии в предположении диффузионной изотропности 

марковского процесса, а затем из (16) найти неизвестные коэффициенты СДУ в 

виде 

 
 

0

2 ( ),1 ( , )
, ( , )

4
, ) , .(f x

b x t tb x t
g x tx t

N
a t

x



  (17) 

В то же время знание плотности распределения вероятностей не всегда дает од-

нозначное решение поставленной задачи, так как по ней невозможно опреде-

лить неизвестные коэффициенты сноса и диффузии, а по ним – коэффициенты 
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СДУ в виде (17). Так, даже зная плотность распределения вероятностей и запи-

сав ее в виде УФПК, мы получим уравнение с двумя неизвестными – коэффи-

циентами сноса и диффузии. Поэтому для нахождения решения, как правило, 

вводят дополнительные ограничения на один из коэффициентов и из УФПК 

определяют другой или используют различные приближенные методы поиска 

коэффициентов СДУ. 

Приближенные методы синтеза СДУ предложены в [3, 20]. В качестве 

критериев приближения при синтезе используются следующие. 

1. Метод, основанный на многократном применении процедуры линей-

ного программирования. Информационная мера Кульбака, характери-

зующая расхождение между N -мерными плотностями вероятностей 

реального процесса и его N -мерной марковской модели. Эта величина 

как мера расхождения удобна еще и тем, что служит верхней границей 

байесовского риска [38]. Данный критерий представляется следую-

щим образом: 
( )

log d ,)
( )

(
N

N
N N

N

W
I W 

x
x x

x
 

характеризующий расстояние между N -мерными плотностями реаль-

ного процесса ( )NW x  и его марковской модели ( )N x . 

2. Расстояние Бхаттачария между соответствующими плотностями ( )NW x  

и ( )N x .  

3. Критерии согласия [39], то есть статистическое правило, по которому 

принимается или отвергается статистическая гипотеза о том, что по-

лученная по математической модели плотность распределения веро-

ятностей соответствует теоретической плотности с некоторым задан-

ным уровнем значимости. 

В качестве методов синтеза моделей в форме СДУ предложены три сле-

дующих метода [3]: 

1) метод, основанный на многократном применении процедуры линей-

ного программирования; 

2) метод восстановления оператора по собственным числам; 

3) синтез одномерных и двумерных моделей в виде СДУ по одномерным 

распределениям и корреляционным функциям. 

Ниже приведены примеры синтезированных в известных работах одно-

мерных СДУ для соответствующих вероятностных распределений.  

1. Для распределения Накагами с плотностью вида (7) для 1/ m   СДУ 

имеет вид [3]: 

d ( ) 1 2 1 1
2 ( ) ( ).

d 4 ( ) 2

x t m
mx t v t

t m x t m

 
   

 
 

2. Гамма-распределение с плотностью распределения вероятности вида  

1
exp , 0,)
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(

( 1
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x x
xx
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где 1, 0    – параметры распределения. Для данного распределе-

ния в [3] методом линейного программирования получено СДУ 

d ( ) 1
( ) 2 ( ) ( ).

d ( ) 2

x t
x t x t v t

t x t

 
 



 
    

 
 

3. Для распределения Рэлея (5) в [2] из УФПК по коэффициентам сноса 

и диффузии получено следующее СДУ: 
2

0

0

d ( ) 4
( ) ( ).

4 ( )d
t

N

x

x t
x v t

tt N


   

 
4. Случайный процесс с двухсторонним распределением Лапласа, име-

ющий ПРВ  exp) | |( 2W x x  , где 0   – параметр распределения. 

Для этого случая при c n t) s( og x  в [20] получено следующее СДУ: 

d ( ) 1
sgn ( ) ( .

d 2

1
)

2

x t
x t v t

t 
  

 
 

Примеры решение задачи синтеза одномерных СДУ 

Как было показано, при заданной плотности распределения ( )W x  стацио-

нарного случайного процесса задача синтеза СДУ формально сводится к поиску 

коэффициентов СДУ ( )f x и ( )g x . Само одномерное СДУ (14) в таком случае 

примет вид  
d ( )

( ) ( ) ( ).
d

x t
f x g x v t

t
 

 
В представленном уравнении коэффициенты не имеют зависимости от 

времени t , в силу указанного свойства стационарности процесса. Таким обра-

зом, выражение, связывающее ( )f x  и ( )g x  можно найти через представление 

( )W x  в качестве стационарного решения соответствующего УФПК (13). Для по-

иска двух неизвестных величин удобно положить ( )g x g , тогда в итоге полу-

чим [20]: 
2 d

ln ( ).
2 d

( )
g

Wf x
x

x   (18) 

Для поиска значения g  предложен ряд алгоритмов его оценки и в общем 

случае данная процедура является нетривиальной задачей [20]. Рассмотрим не-

сколько примеров ее решения для распределения Райса, равномерного распре-

деления и распределения фон Мизеса-Тихонова. 

Распределением Райса часто описывают изменения амплитуды сигнала в 

многолучевых каналах связи с наличием прямого тракта распространения. 

Например, подобные условия распространения присутствуют в радиорелейных 

и спутниковых каналах связи [40].  

Как было указано выше функция плотности вероятности распределения 

Райса задается формулой: 
2 2

0 0
02 2 2

( ) exp
2

.W
x xx

x I
 

  

   
   





 




 (19) 
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При интерпретации случайной величины x  как амплитуды сигнала параметры 

распределения (19) имеют следующий физический смысл: 2

0  – мощность сиг-

нала прямого луча распространения, 22  – мощность суперпозиции отражен-

ных лучей. 

C точки зрения приложений удобно ввести дополнительную пару пара-

метров для описания ( )W x : 2 2

0 / 2K    – отношение мощностей прямого луча и 

побочных (коэффициент Райса) и 2 2

0 2S     суммарная мощность на входе 

приемного устройства. 

Наличие в функции плотности распределения (19) модифицированной 

функции Бесселя  0I   сильно затрудняет поиск значения g , поэтому в данной 

работе будут рассмотрен синтез СДУ для двух аппроксимаций ( )W x , которые 

основаны на асимптотическом разложении функции  0I   [41]. 

В первом случае предложим аппроксимировать 2

0|( )) ( ,xW x    гауссо-

вой плотностью распределения с математическим ожиданием 0  и дисперсией 
2 , что как утверждается в [41], целесообразно при 1K . Для распределения 

2

0( | , )x    СДУ широко известно и имеет вид [20]: 

2

0d 2
( ),

d c c

xx

t
v t

 

 


    

где c  – интервал корреляции случайного процесса. Данную аппроксимацию 

далее будем именовать линейной гауссовской, так как полученное СДУ линейно 

относительно x . 

Второй вариант СДУ основан на аппроксимации  0I   с учетом членов 

более высокого порядка, что приводит к выражению: 

2

0

0

( |( .) , )
x

W xx  




 
Согласно выше указанной формуле (18), первый коэффициент СДУ в данном 

случае примет вид: 
2

0

2
)

2
( .

1

2

xg
f x

x





 
 









 
Оценить значение g  можно при помощи метода статистической линеаризации 

[42], что в данном случае эквивалентно переходу к первому рассмотренному 

варианту линейной аппроксимации ( )W x . Таким образом, 22 / cg   . В итоге 

СДУ примет вид: 
2 2

0

2
( )

2

d
.

d 1

2c c

x

t
v t

x

x

 

  

 
 

 


 

 
По аналогичным причинам полученная аппроксимация будет именоваться не-

линейной гауссовской. 

Для сравнения качества аппроксимации целевого случайного процесса на 

основе полученных СДУ было произведено их численного интегрирование ме-
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тодом Рунге-Кутта с шагом ct    относительно различных значений параметра 

K  при 1S  . 

Формальным критерием оценки качества выступило усредненное значе-

ние теста Колмогорова-Смирнова [39] (0 или 1) на соответствие выборочной 

функции распределения, полученной на основе результатов интегрирования 

СДУ, и функции распределения Райса. Значение уровня значимости – 0,05.  

 

 
Рис. 1. Среднее значение теста Колмогорова-Смирнова для СДУ 

нелинейной и линейно гауссовской аппроксимации распределения Райса 

 

Результаты численного моделирования представлены на рис 1, из кото-

рых следует что нелинейная аппроксимация имеет значительно большей диапа-

зон применимости по сравнению с линейной.  

Как уже было отмечено выше, для полноты описания эффектов распро-

странения в многолучевых каналах связи так же необходимо учитывать иска-

жения, вносимые в фазу принимаемого сигнала. Ниже представлены СДУ, опи-

сывающих фазу для двух типов замираний: рэлеевского и райсовского. 

В случае рэлеевского замирания предполагается, что распределение фазы 

отраженных лучей является равномерным в интервале от   до   [43]. 

СДУ для равномерного распределения общего вида было получено при-

ближенным методом в [20]. Однако, особенностью данного распределения яв-

ляется принципиальная ограниченность значений соответствующей случайной 

величины в конечном интервале. С учетом этого факта в данной работе пред-

ложен уточненный вид искомого уравнения. 

Выражение (18), связывающее коэффициент сноса ( )f x  и плотность веро-

ятности ( )W x , неявно предполагает, что последняя имеет областью определения 
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всю вещественную ось. Представить в требуемом виде ( )W x  равномерного рас-

пределения на интервале [ , ]a b  можно следующим образом: 

,(
)

)
( ) (

W
x a x b

b a
x

  






 
где ( )x  – функция Хэвисайда. Таким образом, соотношением (18) преобразу-

ется к следующем образом: 
2 ( ) ( )

,
2 ( )

( )
( )

g x a x
f x

b

x a x b

 

 


  

   
где ( )x  – дельта-функция Дирака. 

С учетом значения 2 2 22( ) / ( )cag b     [20] получается предлагаемый вид 

искомого СДУ: 
2

2

d ( ) ( ) ( ) ( ) 2
( ),

d ( ) ( )c c

x b a x a x b b a
v t

t x a x b

 

     

    
 

    
из которого можно получить СДУ равномерного распределения в интервале  

[ , ]   для моделирования искажений фазы принимаемого сигнала в случае рэ-

леевского замирания.  

При шаге интегрирования 0,01ct     методом Рунге-Кутты СДУ для 

равномерного распределения дает усредненную ошибку теста Колмогорова-

Смирнова ≈0,8. В приложении 1 приведен способ аппроксимации функций ( )x  

и ( )x , использованные при численном интегрировании СДУ. 

Для случая райсовского замирания использование явного распределения 

фазы представляется затруднительным в силу сложности формального описа-

ния его ПРВ [43]. В качестве аппроксимации данного распределения рассмат-

ривается распределение фон Мизеса-Тихонова [44], ПРВ которого задается как: 

 
0

1
exp( ) cos( ) ,

2 ( )
W x x

I
 

 
   

где  ,x    , а   и 0   – математическое ожидание и параметр концентрации. 
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Рис. 2. Среднее значение теста Колмогорова-Смирнова 

для СДУ распределения фон Мизеса-Тихонова 

 

Используя формулу (18), можно определить коэффициент сноса для иско-

мого СДУ: 
2

sin( ).(
2

)
g

xf x     

Исходя из факта, что при больших значения параметра   распределение 

фон Мизеса-Тихонова стремится к гауссовскому с дисперсией 2 1/   [45], то с 

учетом СДУ нормального распределения, для коэффициента диффузии можно 

положить, что 2 2 / ( ).cg   Таким образом, СДУ для распределения фон Мизеса-

Тихонова при больших   можно записать следующим образом: 

sin( )d
( ).

dt

2

c c

xx
t

 


    

На рис. 2 представлены усредненные значения теста Колмогорова-

Смирнова для полученного СДУ относительно различных  , из которого следу-

ет применимость последнего при 4.   

 

Синтез многомерных СДУ 

Математическое моделирование параметров частично-когерентных сиг-

налов (ЧКС) является одним из этапов исследования каналов связи и синтеза 

алгоритмов обработки сигналов. Одним из конструктивных подходов к моде-

лированию ЧКС является подход, основанный на представлении таких сигна-

лов в форме векторных стохастических дифференциальных уравнений. При 

этом разработка таких моделей так же, как и в рассмотренном ранее одномер-
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ном случае, заключается в решении задачи синтеза СДУ, то есть определения 

их размерности и коэффициентов [2, 3, 15, 20, 36]. В работах [2, 21, 23-25, 28, 

29] на основе метода функциональной аппроксимации многомерных плотно-

стей распределения вероятностей [46] осуществлено решение задачи синтеза 

СДУ для моделирования ЧКС в пространственно-временном смысле (ЧКС 

ПВС). Однако кроме ЧКС ПВС возможно возникновение эффекта частичной 

когерентности и в частотной области (ЧКС ЧО). Рассмотрим оба типа частич-

но-когерентных сигналов и их математическое моделирование в форме вектор-

ных СДУ более подробно. 

Синтез многомерных СДУ вида (9) достаточно затруднителен и решения 

получены лишь для некоторых случаев с использованием различных прибли-

женных методов. Так, например, для синтеза многомерных СДУ достаточно 

эффективным показал себя метод функциональной аппроксимации многомер-

ных плотностей распределения вероятностей вида [46]  

0 0

1 2 1

1

( ) ( ) 1 ( ) ( ) ,
N N

ij

i i

i i j jj i

i

j

i

r
W w x t xx t

r r  

 
   

 
 x  (20) 

где ( )W x  – N -мерная плотность, ( )iw x  – одномерные плотности, 0 ( )ix t   

 ( ) M ( )i ix t x t   − центрированное значение ( )ix t . Аппроксимация (20) справед-

лива с точностью до одномерных негауссовских ПРВ, составляющих ( )tx  − 

( )iw x  и элементов корреляционной матрицы  ijr
xx

R . При использовании для 

представления метода функциональной аппроксимации (20) необходимо учиты-

вать два фактора. Во-первых, одномерные плотности ( )iw x  являются в общем 

случае негауссовскими, что предполагает и негауссовость многомерной плотно-

сти  ( )W x . Однако, во-вторых, аппроксимация справедлива с точностью до век-

тора       1 1 22M ,( ) ( ) ( )M , ..., M N

T

Nt tx m x m x mt   m  средних значений и корреля-

ционной матрицы xx
R , что предполагает гауссовость многомерной плотности. 

Поэтому строго говоря функциональную аппроксимацию (20) можно также 

назвать квазигауссовской аппроксимацией многомерной плотности распределе-

ния вероятностей векторного непрерывного случайного процесса с негауссов-

скими одномерными плотностями его составляющих. 

На основе функциональной аппроксимации в [36] получена многомерная 

плотность распределения вероятностей для диффузионно-изотропного случай-

ного процесса, описывающего количество запросов, ожидающих обслуживания 

в сети B-RAN, для которого выполняются потенциальные условия вида  

( , )( , )

( , ) ( , )

i

i ii j

j

j j

f x tf x t

x g x t x g x t

   
         

 

при диагональной матрице вида 

11( , ) 0

( , ) .

0 ( , )NN

g x t

x t

g x t

 
 

  
 
 

G

 
При этом синтезировано СДУ вида (9), для которого получено, что 
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1

0

( , ) , ( , )
2

N
i

i in n ii

n ii

f
D

x g x tx t 






  
 

где iD  – дисперсия ix , а in  находятся из численного решения системы 
1

0

, , N,0,1,ki i

N

i

km





 

в которой im  – среднее значение ix . 

В [15] на основе (20) получена многомерная плотность распределения ве-

роятностей для случайного процесса, моделирующего канал в сетях NOMA-

MIMO. В обоих случаях получены многомерные плотности на основе гауссов-

ских одномерных плотностей ( )iw x  в (20), для которых синтезированы много-

мерные линейные СДУ вида (10).  

Основываясь на функциональной аппроксимации (20), в [2, 21, 23-25, 28, 

29] были получены многомерные нелинейные СДУ вида (9) для негауссовских 

частично-когерентных в пространственно-временном смысле сигналов. 

Для моделирования сигналов в непрерывных каналах связи, представлен-

ных в форме СДУ, и построения программных имитаторов целесообразно осу-

ществить последующий переход от синтезированного СДУ вида (9) к РСУ сле-

дующего вида: 

   1 , , ,k k k kk k  x φ x Γ x v  (21) 

где k  – момент дискретного времени, kv  – N -мерный БГШ,  ,k kφ x  – 

N -мерный векторный и  ,k kΓ x  – N N -мерный матричный коэффициенты 

РСУ. Переход от СДУ (9) к РСУ (21) может быть выполнен с использованием 

различных разностных схем, к наиболее распространенным из которых отно-

сятся схемы Эйлера, Рунге-Кута, Кранка-Николсона, Эйлера-Коши и неявная 

схема [47, 48]. В [34] проанализированы эти разностные схемы и показано, что 

при моделировании необходимо учитывать не только точность, но и устойчи-

вость разностных схем. При этом для негауссовских случайных процессов 

наиболее предпочтительными характеристиками по точности и устойчивости 

обладает схема Кранка-Николсона. 

Важно отметить, что запись уравнения состояния случайного процесса в 

форме СДУ (9) позволяет перейти к синтезу алгоритмов линейной и нелиней-

ной фильтрации. Так, если мы имеем СДУ (9), а наблюдаемый процесс можно 

записать в форме уравнения наблюдения вида 

 ( ) ( ), ( ),t t t t z h x q  (22) 

где ( )tz  – M -мерный вектор наблюдения,  ( ),t th x  – известный M -мерный век-

тор, задающий взаимосвязь между ( )tx  из (22) и ( )tz , ( )tq  – M -мерный вектор-

ный белый гауссовский шум (шум наблюдения). 

Если (9) и (22) представляют собой линейные уравнения состояния и 

наблюдения гауссовского случайного процесса ( )tx  вида 

d ( )
( ) ( ) ( ) ( ),

d

( ) ( ) ( ) ( ),

t
t t t v t

t

t t t t

 

 

x
F x G

z H x q  



 
Системы управления, связи и безопасности  №4. 2023 

 
Systems of Control, Communication and Security ISSN 2410-9916 

 

 

 
DOI: 10.24412/2410-9916-2023-4-1-35 

18 
 

URL: https://sccs.intelgr.com/archive/2023-04/01-Glushankov.pdf 

 

где ( )tF  и ( )tG  – N N -мерные матрицы, ( )tH  – M N -мерная матрица, то по 

ним возможен синтез непрерывного фильтра Калмана [27, 49-52]. В случае же 

нелинейных уравнений (23) и (31), описывающих негауссовский случайный 

процесс ( )tx , по ним можно синтезировать нелинейный фильтр в виде, напри-

мер, линеаризованного фильтра Калмана [49] или фильтра Стратоновича [18, 

19, 52] для различных приложений. 

 

Частично-когерентные сигналы в пространственно-временном смысле 

Рассмотрим сигналы различной степени пространственной когерентно-

сти. Существуют три основных способа описания сигналов на выходе антенных 

элементов многоэлементных антенных систем в зависимости от того, в ближней 

или дальней зоне расположены источники сигналов и помех, а также от рассто-

яния между антенными элементами. 

В первом случае, когда все источники излучения расположены в дальней 

зоне приёмной антенны и начальная фаза принимаемых сигналов и помех оди-

накова на выходе всех антенных элементов и к ней добавляется только детер-

минированная составляющая, зависящая от углов прихода и геометрии антен-

ной системы (пространственный набег фазы), то такие сигналы называются 

пространственно-когерентными сигналами (ПКС) [53]. При этом сигнал на вы-

ходе первого антенного элемента может быть задан одномерным СДУ вида (14). 

В данном случае задача синтеза СДУ состоит в определении коэффициентов и 

спектральной плотностью мощности 0N . Методы синтеза и примеры одномер-

ных СДУ изложены в предыдущих пунктах настоящей статьи. 

Во втором случае, когда часть источников излучений может находиться в 

ближней зоне приёмной антенны (переотражения радиоволн от поверхности и 

от элементов конструкции объекта), значения начальной фазы в различных эле-

ментах не одинаковы, но коррелированы друг с другом. Такие сигналы называ-

ются частично-когерентными сигналами (ЧКС) [53]. В этом случае необходимо 

их представление многомерными (векторными) СДУ. В первом и втором случае 

расстояние между антенными элементами выбираются из условия возможности 

осуществления пространственно-временной обработки сигналов и составляют 

величину 0,5d  , где   – длина волны. 

В третьем случае расстояние между элементами d   и сигналы на выхо-

де различных элементов являются некоррелированными, каждый из них может 

быть описан своим одномерным СДУ. Такие сигналы называются простран-

ственно-некогерентными сигналами (ПНКС) [53], их амплитуды и фазы описы-

ваются N  независимыми одномерными СДУ (по числу антенных элементов), а 

обработка таких сигналов осуществляется в устройствах ПВОС с простран-

ственным разнесением, принимаемым по параллельным пространственным ка-

налам [6]. 

Векторное СДУ для представления ЧКС ПВС имеет вид (9), для решения 

задачи синтеза которого можно воспользоваться методом функциональной ап-
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проксимации многомерных плотностей распределения вероятностей вида (20) 

для СДУ (9) откуда получим выражение 
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 (23) 

где 0B  – коэффициент диффузии. Нелинейное СДУ (23) позволяет моделиро-

вать векторные негауссовские случайные процессы ( )tx . 

Воспользуемся уравнением (21) и представив, что огибающая распреде-

лена по закону Рэлея, то есть 
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Окончательно для распределения Рэлея можно записать векторное СДУ для 

случая моделирования ЧКС в виде 
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 (24) 

Данное СДУ позволяет моделировать ЧКС ПВС, компоненты которых 

распределены по закону Рэлея. 

Аналогично можно получить СДУ для ЧКС ПВС, компоненты которого 

распределены по K-закону распределения, которым, как показано в [54-56], хо-

рошо аппроксимируется огибающая сигнала над морской поверхностью. При 

этом K-распределение компонент можно записать в виде  
1

0

2

( 2
)

1
( ,K
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k

k

v

k k
k v

k k k ka v a a

x x
w x



  
   

  
 (25) 

где 0ka  , 1kv    – параметры масштаба и формы K-распределения соответ-

ственно, K ( )
kv   – модифицированная функция Бесселя второго рода порядка kv .  
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Рис. 3. Плотность распределения вероятностей для K-распределения 

 

На рис. 3 [56] показаны графики 0 ( )kw x  из (25) для нескольких значений 

параметра формы  и единичного масштаба, то есть 1ka  . 

Воспользовавшись методом функциональной аппроксимации (20), полу-

чим коэффициенты векторного СДУ для K-распределения в виде 
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 (26) 

Таким образом, полученные векторные СДУ (24) и (26) позволяют моде-

лировать ЧКС ПВС. 

 

Частично-когерентные сигналы в частотной области 

Явление частичной когерентности в частотной области возникает при 

приеме широкополосных сигналов в нестационарных каналах с многолучевым 

распространением. Данный феномен следует из факта неоднородности допле-

ровского смещения частоты в полосе принимаемого сигнала 

В общем случае для сигнала ( )s t , расположенного на несущей частоте cF  

c полосой шириной B , доплеровское смещение ,( )d sF F t  каждой частотной ком-

поненты сигнала задается формулой: 

 ( ) ( ), ,
2

, ,
2

d s c s s c c

B B
F F Ft tF Fd F F

 
  


 


  



 
Системы управления, связи и безопасности  №4. 2023 

 
Systems of Control, Communication and Security ISSN 2410-9916 

 

 

 
DOI: 10.24412/2410-9916-2023-4-1-35 

21 
 

URL: https://sccs.intelgr.com/archive/2023-04/01-Glushankov.pdf 

 

где ( )d t  – нормированное доплеровское смещение, являющееся отношением 

радиальной компоненты скорости приемника относительно передатчика к ско-

рости света.  

При дискретизации частоты sF  с равномерным шагом F  представленное 

выражение примет вид: 

( ) ( ), .
2

k

k kd ct F F k
K

F d t F F
 

 
 

  


 
 




 

Указанная формула применима в том числе для сигналов, синтезирован-

ных по принципу ортогонального частотного мультиплексирования (OFDM), 

который широко применяется в различных системах связи для борьбы с ча-

стотно-селективными замираниями. Так, при выборе F  меньшей полосы коге-

рентности канала, замирание в каждой поднесущей можно считать плоским. 

С учетом указанных характеристик канала искаженную копию сигнала 

( )s t  в низкочастотном представлении можно описать следующим выражением: 
1

0

exp 2 (( ) ( ) ),
2

k

K

k

K
j k Ft v tr t r t 





  
    

  
  (27) 

в котором 1j   , ( )v t  – белый гауссовский шум заданной мощности 2o . В 

свою очередь принимаемые поднесущие ( )kr t  имеют вид: 

 
0

exp 2 ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( ')d ',k k k k

t

k k kr t c t s t t t F d t tj        

где ( )ks t  – соответствующую поднесущая ( )s t , ( )k t  – нормированная доплеров-

ская фаза сигнала, a ( )kc t  – комплексный множитель, характеризующий эффект 

от суперпозиции отраженных лучей ( )ks t . 

Для рассматриваемого случая плоского замирания случайный множитель 

( )kc t  можно представить выражением [57]: 

 exp 2 , ( )( ) ( ) ( ) ( ) (0) ,k k k k k kc t a t t t Fj t      (28) 

в котором ( )ka t  – амплитуда, распределенная по случайному закону согласно 

виду замирания, ( )k t  – нормированная фаза. Величину ( )t  можно интерпрети-

ровать как суммарную временную задержку распространения всех отраженных 

лучей ( )ks t . В силу зависимости множителя при ( )t  в выше представленном 

выражении от индекса поднесущей соответствующие сигналы будут иметь раз-

личные значения времени когерентности: 
1

T
2 (

( ) .
)

k k

d

t
F t



 
Следовательно, подобные сигналы можно рассматривать как частотно частич-

но-когерентные или частично-когерентные в частотной области. 

Для иллюстрации явления частотной частичной когерентности рассмат-

ривается стационарный канал с замираниями рэлеевского типа. С целью синте-

за алгоритмов фильтрации предлагается сформировать описание в виде много-

мерного (векторного) СДУ. 
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В силу эквивалентности выражений, описывающих ( )kc t , c точностью до 

частотного индекса k , первично представим описание СДУ на одной поднесу-

щей. Для упрощения нотации далее частотный индекс k  будет опускается до 

момента явного указания. 

В случае постоянного доплеровского смещения процесс ( )c t  описывается 

стационарным случайным процессом со спектральной плотностью мощности 

(СПМ) Джейкса-Кларка [43]: 
2

2

2
для ;

( ) 1 ( )

0, дл

/
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, d

J d d

d
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F F

F




  






 








 

Очевидно, что из-за ограниченности СПМ ( )JC   генерирующий фильтр 

обладает импульсной характеристикой бесконечной вдоль всей оси времени, а 

следовательно, является нереализуемым. Поэтому процедуру синтеза СДУ 

предполагается провести относительно реализуемого фильтра, аппроксимиру-

ющего частотный профиль мощности ( )JC  . 

В качестве аппроксимирующего фильтра предлагается использовать ли-

нейный осциллятор Дуффинга [20]: 
2

2 2
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c t G
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в котором 0 2 dF   – центральная частота пропускания в радианах,   – поло-

са пропускания в радианах по уровню 3 дБ относительно 0 , G  – коэффициент 

усиления и ( )t  – комплексный белый гауссовский шум единичной мощности. 

Для аппроксимации значение 0 2 dF     , где котором 0,01  , что обос-

новано в приложении 2.  

C целью дальнейшего описания динамики замираний на всех поднесущих 

в виде единой системы СДУ представленное уравнение Дуффинга необходимо 

преобразовать в эквивалентный вид как систему одномерных СДУ в простран-

стве состояний: 
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Синтез многомерного СДУ, описывающего замирания во всей полосе, 

осуществляется путем масштабирования относительно индекса k  системы СДУ 

для сигнала на одной поднесущей: 
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где kA  и kG  – коэффициенты из соответствующих уравнений k -ых поднесу-

щих, а ( )B tc  – общий вектор-состояния. Важно отметить, что единственный 

шумовой сигнал ( )t  участвует в синтезе замирания ( )kc t  на каждой подполосе 

в силу единой причины их возникновения, выраженной в уравнении (28). 

 
Рис. 4. Коэффициент корреляции рэлеевских замираний 

относительно нормированной разности частот 
 

Для оценки различности характеров замираний можно использовать ко-

эффициент корреляции вдоль подполос (рис. 4): 
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На основе данных, представленных на рис. 4, можно сделать вывод, что 

при достаточной разнице в частотах замирания на соответствующих поднесу-

щих являются некоррелированным, что в свою очередь дополнительно иллю-

стрирует эффект частичной когерентности в частотной области.  

Так как представленное выше уравнение принимаемого сигнала (27) и 

уравнение (29), описывающие замирания в полосе, являются линейными, то 

возможно синтезировать для них оптимальную процедуру фильтрации по Кал-

ману. 

Для этого представим уравнение наблюдения (27) в матричном виде с 

учетом обозначений из (29): 

 

1

0
T

( )

( ) ( ) ( ), ( ))

)

( ,)

(

(

K

B

s t

t t t t

s t

r t t 





 
 

  
 
 

cΦ s s  (30) 



 
Системы управления, связи и безопасности  №4. 2023 

 
Systems of Control, Communication and Security ISSN 2410-9916 

 

 

 
DOI: 10.24412/2410-9916-2023-4-1-35 

24 
 

URL: https://sccs.intelgr.com/archive/2023-04/01-Glushankov.pdf 

 

где ( )tΦ  – матрица размера 2K K , на четных индексах строк которой находят-

ся соответствующие фазовые множители для сигналов ( )ks t , а на нечетных 0. 

Тогда модифицированное для данной модели уравнение фильтрации для 

оценки ( )B tb  замираний в полосе ( )B tc  по наблюдениям сигнала ( )r t  (30) примет 

вид [50]: 

  Td ( )
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d
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t
t t r t tt t

t
  s

b
bΦA b K  (31) 

где ( )tK – матрица усиления Калмана вида 

2

1
( ) ( ) (( ),) t tt t


 R Φ sK  (32) 

а – ( )tR корреляционная матрица ошибок, для которой справедливо уравнение: 
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Применение модифицированного фильтра Калмана (31)-(33) позволяет 

оценивать ЧКС в частотной области по наблюдениям (30) в нестационарных си-

туациях при работе в условиях частотно-селективных замираний. 

 

Выводы 

В статье рассмотрены методы синтеза стохастических дифференциаль-

ных уравнений для моделирования сигналов в непрерывных каналах связи, в 

сетях B-RAN и NOMA-MIMO. Получены новые СДУ для моделирования слу-

чайных амплитуд (распределение Райса) и фаз (равномерное распределение и 

распределение фон Мизеса-Тихонова) в каналах с замираниями. Представлен-

ные материалы могут быть полезны специалистам, занимающимся разработкой 

и исследованием моделей сигналов в непрерывных каналах связи. 

В работе также синтезированы векторные СДУ для представления ЧКС в 

пространственно-временном смысле и ЧКС в частотной области. Материалы 

могут быть использованы при математической моделировании непрерывных 

каналов связи и при разработке устройств первичной обработки сигналов, для 

которых полученные СДУ могут быть использованы в качестве уравнений со-

стояния, являющихся необходимым этапом синтеза оптимальных нелинейных 

фильтров. 

 

Приложение 1. 

Для аппроксимации ( )x  при численном интегрировании СДУ можно ис-

пользовать функцию плотности вероятности нормального распределения 
2( | 0, )xx   с: 

6

( )
,

3
x

b a





 
что эвристически продиктовано тем, что среднеквадратическое отклонение x  

будет находиться в интервале 3 x  функции 2( | 0, )xx  . 
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Соответственно аппроксимация для функции Хэвисайда ( )x  будет иметь 

вид: 

2ˆ ˆ( ) ( | 0, )d .

x

xx x x 


 
 

Приложение 2 

Как известно, линейная система Дуффинга, обладает частотной характе-

ристикой: 

( )
( )( )

,DH j
j

G

p pj


 


 

которая определяется своим полюсом 2 2

0r ijp jp p        . Таким обра-

зом, спектральная плотность мощность процесса, формируемого системой 

Дуффинга имеет вид [58]: 
3 2

2

2 2 2 2 2

4
( ) ,( )

( ) (2 )
D D

F
C j

F W

W
H




 


 
 

 
где F  и / 2W    – центральная частота и полоса пропускания в Герцах. Сле-

довательно, для однопараметрической аппроксимации СПМ Джейкса-Кларка 

функцией ( )DC   требуется оценить величину W , что согласно ее определению, 

можно сделать на основе анализа приращения ( )JC   в окрестности F . 

Так как фактически центральной частотой пропускания системы Дуф-

финга является точка *

ip  , то выражение для оценки можно составить следу-

ющим образом: 
*

*

( )
.

( )

j

j

C

C W








 

Представленное уравнение для W  можно преобразовать относительно це-

левой переменной F , что приведет к уравнению: 
2 2 2 2 2 ,F W FW W    

которое в свою очередь имеет единственное положительное решение: 

4

2
.

1
FW




  
В данной работе значение   было положено равным 10 дБ, что приводит 

к указанному выше результату для  . Иллюстрация соотношения аппрокси-

мирующей ( )DC   и аппроксимируемой ( )JC   представлена на рис. 5 слева. 

Дополнительный интерес представляет сравнение корреляционных функ-

ций, которые соответствуют указанным СПМ, что проиллюстрировано на рис. 5 

справа. Корреляционная функция процесса с СПМ Джейкса-Кларка имеет 

вид [43]: 

 2

0( ,) 22JR J F   
 

где 0 ( )J   – функция Бесселя нулевого порядка первого типа. В свою очередь 

корреляционная функция системы Дуффинга задается выражением [58]: 



 
Системы управления, связи и безопасности  №4. 2023 

 
Systems of Control, Communication and Security ISSN 2410-9916 

 

 

 
DOI: 10.24412/2410-9916-2023-4-1-35 

26 
 

URL: https://sccs.intelgr.com/archive/2023-04/01-Glushankov.pdf 

 

2

0

cos( ) sin( ) .
2

( ) iD i

i

pe
p

R p


  
 




 
 

 
 

 

 
Рис. 5. Нормированные СПМ и КФ Джейкса-Кларка 

и Дуффинга соответственно 
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 Relevance. The development of mathematical models of signals in continuous communication 

channels is a necessary stage in the study of communication channels, since field testing, as a rule, is a com-

plex and not always physically possible process and is limited and time-consuming. Therefore, the creation 

of models is a necessary step in studying the characteristics of communication channels and developing al-

gorithms for the primary processing of signals in them. One of the main requirements for such models is 

their adequacy to real processes occurring in the channel, which can be assessed by comparing the results of 

modeling random processes with theoretical probability distribution densities according to the agreement 

criteria. One of the most constructive modeling approaches is to use the state variable method and build 

models in the form of stochastic differential equations. At the same time, modeling signals in continuous 

communication channels in the form of stochastic differential equations involves solving the problem of syn-

thesizing such equations, that is, determining their dimensions and coefficients with the required accuracy, 

which is the subject of this article. The problem of modeling coherent and partially coherent signals in the 

form of one-dimensional and multidimensional stochastic differential equations is considered. Equations are 

synthesized for partially coherent signals in the space-time sense and for partially coherent signals in the 

frequency domain. It is shown under what conditions a partial coherence of signals occurs and their charac-

teristics are analyzed. To estimate partially coherent signals in the frequency domain, a modified Kalman 

filter is proposed. The purpose is the presentation of methods for the synthesis of stochastic differential 

equations that describe random signal parameters (transmission coefficient, amplitude, phase, number of 

requests waiting to be serviced in B-RAN networks, etc.) in continuous communication channels, and the 

development of new one-dimensional and multidimensional equations based on them for different distribu-

tions. The results, their novelty and practical significance. In this paper, new stochastic differential equa-

tions are synthesized and their adequacy for representing random signals in continuous communication 

channels according to the goodness of fit criteria is analyzed by comparison with theoretical distributions. It 

is shown that the models have good accuracy in representing the probabilistic characteristics of random 

processes. In this case, the equation for the Rice distribution makes it possible to model the amplitudes of 

signals in multipath channels, and the uniform distribution - the phases of the signals. The review of methods 

for the synthesis of stochastic differential equations given in the initial part of the work will be useful to spe-

cialists involved in the development and study of signal models in continuous communication channels. 

 

Key words: stochastic differential equations, partially coherent signals, mathematical modeling, 

Rayleigh law, Doppler effect, probability distribution density. 
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