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УДК 621.372  

 

Функциональное преобразование самоподобного трафика 

сетей связи на основе многомерной меры близости вероятностных 

параметров входного и выходного потоков 

 

Линец Г. И., Воронкин Р. А., Говорова С. В. 
 
Постановка задачи: проблема оценки производительности современных телекоммуникаци-

онных сетей состоит в отсутствии аналитических моделей, точно описывающих особенности са-

моподобного трафика. Наиболее развитыми с аналитической точки зрения оказались сети связи, 

использующие экспоненциальный закон распределения интервалов времени между пакетами входно-

го потока пакетов. Цель работы: разработка метода функциональных преобразований, позволяю-

щего минимизировать меру близости вероятностных распределений входного и выходного потока 

пакетов на основе использования аппарата теории множеств и методов многомерной оптимиза-

ции; определение обобщенной аналитической модели функциональных преобразований не зависящей 

от вероятностных законов распределений входного и выходного потока пакетов. Используемые 

методы: теория вероятностей, теория множеств, методы многомерной оптимизации, дифферен-

циальные и интегральные исчисления, методы системного анализа, методы математического мо-

делирования. Новизна: впервые в общем виде представлена аналитический метод функциональных 

преобразований входного самоподобного потока пакетов, позволяющая определять параметры вы-

ходного закона распределения пакетов узлов коммутации за счет использования минимального зна-

чения известной априори преметрики. В отличие от результатов, полученных ранее, для случая пре-

образования самоподобного входного потока пакетов в поток, имеющий экспоненциальный закон 

распределения, при равенстве их математических ожиданий, с использованием в качестве меры бли-

зости дивергенции Кульбака-Лейблера, представлено математическое обоснование, позволяющее 

получить аналитическое выражение интенсивности выходного потока пакетов. Результат: разра-

ботан метод функциональных преобразований самоподобного потока пакетов в выходной поток 

пакетов не имеющий самоподобных свойств; получено строгое математическое обоснование воз-

можности функциональных преобразований самоподобного входного потока пакетов, позволяющее 

определять интенсивность выходного потока, имеющего экспоненциальный закон распределения без 

потерь. Практическая значимость: разработанные метод и обобщенная аналитическая модель 

позволяют повысить качество обслуживания в телекоммуникационных сетях связи. 
 
Ключевые слова: самоподобный поток пакетов, оценка производительности, показатель 

Херста, функциональные преобразования, преметрика, дивергенция Кульбака-Лейблера, научно-

методический аппарат, аналитическая модель, телекоммуникационные сети. 
 

Актуальность исследований 

При использовании в современных телекоммуникационных сетях связи 

различных механизмов управления возникают нелинейные зависимости, при-

водящие к появлению фрактальных свойств сетевой нагрузки [1]. Повышение 
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производительности современных сетей связи является актуальной проблемой 

ввиду того, что вероятностные свойства потока пакетов описываются довольно 

сложными вероятностными законами распределения. Очевидно, что при проек-

тировании современных сетей связи ставится задача оптимального распределе-

ния ограниченных сетевых ресурсов при удовлетворении требований к показа-

телям качества информационного обмена. Наличие самоподобных свойств по-

тока пакетов приводит к появлению долговременной зависимости, и, как след-

ствие, к ухудшению качества обслуживания и снижению производительности 

сетей связи [1]. С целью снижения влияния самоподобных свойств потока паке-

тов на качество обслуживания пользователей разработаны следующие подходы, 

изложенные в работах [2-6]. Назаровым А.Н. и Сычевым К.И. предложен под-

ход, обеспечивающий управление приоритетным трафиком в узловом оборудо-

вании сетей следующего поколения [2]. Однако, данный подход не обеспечива-

ет снижения влияния самоподобных свойств потока пакетов на качество об-

служивания пользователей сети. В работе Millán G. [3] приведена модель 

управления потоками пакетов компьютерных сетей, учитывающая реальную 

пропускную способность каналов связи. Однако учета фрактальных свойств се-

тевого трафика данная модель не предполагает. Иванисенко И. [4] предлагает 

использовать методы балансировки нагрузки при обслуживании трафика с уче-

том его мультифрактальных свойств, однако обоснования снижения влияния 

самоподобных свойств на качество обслуживания и структурной оптимизации 

выходного потока пакетов, данные методы не предполагают. В работах Ушане-

ва К.В., Макаренко С.И. [5] исследуются вопросы повышения устойчивости се-

ти связи с учетом циркулирующего в ней трафика сложной структуры. Приве-

дены модели функциональных преобразований входного потока пакетов, име-

ющие самоподобные свойства [5, 6]. Однако в них не приведено строгого мате-

матического обоснования меры близости вероятностных распределений вход-

ного и выходного потока пакетов, минимизация которой позволила бы при пре-

образовании получить выходной поток, не имеющий самоподобных свойств. 

В работах Линца Г.И., Фомина Л.А., Скоробогатова С.А., Говоровой С.В. 

[7-11] разработаны: имитационная модель преобразования битового потока 

ячеек, имеющих плотность распределения длительности временных интервалов 

по закону Парето, в экспоненциальный закон; имитационная модель определе-

ния математического ожидания и дисперсии агрегированного битового потока 

ячеек, имеющих плотность распределения длительности временных интервалов 

по закону Вейбулла; способ снижения влияния самоподобности в сетевых 

структурах и устройство для его осуществления; устройство для преобразова-

ния трафика; способ формирования самоподобных импульсных последователь-

ностей и устройство для его осуществления. Однако, эти работы используют 

эвристический подход на основе равенства математических ожиданий входного 

и выходного потоков пакетов, математического обоснования целесообразности 

использования данного подхода не приведено. 

Проблема оценки производительности современных телекоммуникаци-

онных сетей состоит в недостаточной проработанности аналитических моделей, 

адекватно описывающих особенности обслуживания самоподобного потока па-
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кетов. Наиболее развитыми с аналитической точки зрения оказались сети связи, 

использующие экспоненциальный закон распределений интервалов времени 

между пакетами. Для таких сетей имеется достаточно хорошо проработанный 

научно-методический аппарат (НМА), позволяющий исследовать вероятност-

но-временные характеристики экспоненциальных сетей. По этой причине пре-

образование любого известного входного потока пакетов в поток, имеющий 

экспоненциальный закон, позволит практически применять для выбора требуе-

мых характеристик информационного обмена, хорошо изученный НМА синтеза 

экспоненциальных сетей теории массового обслуживания. Это позволит осла-

бить динамически возникающие перегрузки в каналах связи и повысить реаль-

ную производительность телекоммуникационных сетей. 

В [11] приведен способ преобразования самоподобного входного потока 

пакетов в пуассоновский поток. В частном случае, при преобразовании потока 

пакетов, имеющего распределение Парето, в поток, имеющий экспоненциаль-

ное распределение, интервалы времени между пакетами выходного потока, 

определяются следующей формулой [11]: 

1

2 ln







 m ,                                                                                                          (1) 

где: α  – коэффициент формы ( 0>α ), mτ  – коэффициент масштаба ( 0>τm ) 

распределения Парето, 1τ  и 2τ  – интервалы времени между пакетами во вход-

ном и выходном потоках. Однако в [11] отсутствует строгое математическое 

обоснование, каким должно быть значение интенсивности выходного потока λ . 

Кроме того, в [11] не разработан метод, обеспечивающий наилучшее прибли-

жение вероятностных распределений входного и выходного потоков пакетов.  

Таким образом, целью статьи является: 

1. Разработать обобщенный аналитический метод, позволяющую осу-

ществлять преобразование входного самоподобного потока пакетов в поток па-

кетов не имеющий самоподобных свойств.  

2. Исходя из важности использования экспоненциального закона распре-

деления случайных величин для практического применения, строго обосновать 

и выбрать меру близости распределений входного (самоподобного) и выходно-

го (имеющего экспоненциальный закон распределения) потоков пакетов. 

 

Постановка задачи 

Будем считать, что известны свойства входного самоподобного потока 

пакетов, имеющего распределение вероятностей величин интервалов между па-

кетами  nθ…,θ,θτ;f 21  с параметрами nθ,…,θ,θ 21 , у которого корреляционная 

функция имеет вид [1, 11]:  

      ,k+k+k
σ

=kR
HHH 222

2

121
2

                                                         (2)  

для любых 1k . 
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Предположим, что показатель Херста входного потока известен 

150 <H<,  и существует однозначная функциональная зависимость, позволя-

ющая определить значения параметров  Hθi . 

Пусть  mη,…,η,ητ;g 21  – распределение вероятностей величин интервалов 

между пакетами выходного потока не имеющего самоподобных свойств с па-

раметрами mη,…,η,η 21 . В общем случае количество параметров распределения 

(f )21 nθ,…,θ,θ  входного потока не совпадает с числом параметров распределения 

g  выходного потока.  

Будем считать, что распределения f  и g  принадлежат некоторому мет-

рическому пространству  ρX, , где X  – множество заданных законов распре-

делений, причем Xf ∈  и Xg∈ , а ρ  – некоторая метрика, определяющая бли-

зость вероятностных распределений входного и выходного потоков.  

Согласно теории множеств, метрика  fg,ρ  должна удовлетворять сле-

дующим условиям [12]: 

1)   0≥gf,ρ ,  

2)   gf=gf,ρ ≡⇔0 , (аксиома тождества), 

3)    fg,ρ=gf,ρ , (аксиома симметрии), 

4)      gh,ρ+hf,ρgf,ρ ≤ , где: Xh∈ – некоторое распределение 

(аксиома треугольника). 

Исходя из специфики предметной области, требования к метрике  fg,ρ  

можно ослабить, используя преметрику  fg,ρ , включающую только условия 1 

и 2.  

Условием 3 можно пренебречь ввиду того, что функциональные преобра-

зования самоподобного потока пакетов предполагается проводить только в од-

ностороннем порядке. То есть, требуется преобразовать вероятностное распре-

деление интервалов времени входного потока пакетов f  в вероятностное рас-

пределение интервалов времени выходного потока пакетов g . Обратное преоб-

разование по условию задачи не имеет смысла.  

Ограничивающее требование 4 (аксиома треугольника) приведенной вы-

ше метрики, можно не учитывать ввиду того, что для проверки условия нера-

венства треугольника требуется определение нового отдельного класса функ-

ций Xh∈ , который при решении данной задачи изначально не задан. 

Таким образом, для решения задачи целесообразно использовать премет-

рику  gf,ρ , удовлетворяющую условиям: 

1)   0≥gf,ρ , 

2)   gf=gf,ρ ≡⇔0  (аксиома тождества).  

Требуется:  

1. Разработать метод функциональных преобразований на основе исполь-

зования многомерной оптимизации меры близости вероятностных распределе-

ний входного самоподобного и выходного потоков пакетов телекоммуникаци-

онных сетей связи. 
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2. Разработать обобщенную аналитическую модель, позволяющую осу-

ществлять преобразование входного самоподобного потока пакетов в поток па-

кетов не имеющий самоподобных свойств и используемую для определения за-

висимости параметров mη,…,η,η 21  выходного распределения g  от параметров 

nθ,…,θ,θ 21 , иными словами: 

  m,…,,=j,θ,…,θ,θψ=η njj 2121                                                                               (3) 

при условии, что величина меры близости распределений  gf,ρ   является ми-

нимальной 

  min.gf,ρ →                                                                                                        (4) 

3. Для практической реализации обосновать преметрику ρ , обеспечива-

ющую получение аналитической зависимости между параметрами самоподоб-

ного закона распределения входного потока пакетов и интенсивностью λ  вы-

ходного потока пакетов.  

4. Математически обосновать и доказать правило функциональных пре-

образований в случае использования в качестве выходного потока экспоненци-

альный закон распределения. 

При ограничениях: 

1. Входной поток состоит из пакетов фиксированной длины 0L , величина 

которой пренебрежимо мала по сравнению с интервалами времени между паке-

тами ( τL ≪0 ). 

2. Длительность интервала времени τ  определяется временем формиро-

вания пакета в буфере. 

3. Существует однозначная функциональная зависимость между значени-

ем показателя Херста H  и одним или несколькими параметрами входного по-

тока iθ . 

4. Величина  gf,ρ  дифференцируема по nη,…,η,η 21  на всей области 

определения. Иными словами: 

 
m.,…,,=j,<

η

gf,ρ
η

j

j 21 :где∞
∂

∂
∀ 








                                                                           (5) 

 

Решение задачи 

Если  gf,ρ  является непрерывной и дифференцируемой на всей области 

определения, необходимым условием экстремума функции многих переменных 

является тот факт, что в точке локального минимума градиент преметрики 

 gf,ρ  должен обращаться в нуль, т. е.   0∇ =gf,ρ , что приводит к системе 

уравнений [13, 14]: 
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                                                                                                       (6) 

В общем случае система уравнений (6) представляет систему дифферен-

циальных уравнений в частных производных относительно nη,…,η,η 21 . Решив 

данную систему дифференциальных уравнений, определим требуемые зависи-

мости  

  m.,…,,=j,θ,…,θ,θψ=η njj 2121                                                                   (7) 

Однако, не всякое полученное таким образом решение гарантирует 

нахождение минимума  gf,ρ . Для любой непрерывно дифференцируемой 

функции, достаточным условием решения системы уравнений (8), приводящее 

к минимуму значение преметрики  fg,ρ , является положительная определен-

ность матрицы Гессе [13, 14]: 
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.                           (8) 

Согласно критерию Сильвестра, для того, чтобы матрица Гессе была по-

ложительно определена, необходимо, чтобы все ее угловые миноры были по-

ложительными [13, 14]: 
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Иными словами: 
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                                       (10) 

Таким образом, метод функциональных преобразований на основе ис-

пользования многомерной оптимизации меры близости вероятностных распре-

делений входного самоподобного и выходного потоков пакетов телекоммуни-

кационных сетей связи может быть представлен в виде следующей последова-

тельности шагов: 

1. Выбрать преметрику  gf,ρ , удовлетворяющую условию дифференци-

руемости по nη,…,η,η 21  на всей области определения функции плотности рас-

пределения вероятности выходного потока  mη,…,η,ηg 21 . 

2. Для каждого m,…,,=j,η j 21  найти частную производную  

 
.

η

gf,ρ

j∂

∂
                                                                                                                               (11) 

3. Решить систему дифференциальных уравнений в частных производных  
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                                                                                                                            (12) 

получив, таким образом, зависимости 

  m,,…,,=j,θ,…,θ,θψ=η njj 2121                                                                    (13) 

определяющие связь между параметрами mη,…,η,η 21  вероятностной плотности 

распределения выходного потока g и параметрами nθ,…,θ,θ 21  вероятностной 

плотности распределения входного самоподобного потока f . 

Поскольку решения  nj θ,…,θ,θψ 21  не гарантируют наличия минимума 

преметрики  gf,ρ , требуется дополнительная проверка с  использованием  

критерия Сельвестра.  

Для этого необходимо построить матрицу Гессе G  преметрики  gf,ρ : 
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                                           (14) 

Для полученной матрицы Гессе необходимо найти ее угловые миноры: 
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          (15) 

В случае 0>M k=jk,=i  для всех m,…,,=k 21 , полученные решения 

 nj θ,…,θ,θψ 21  минимизируют выбранную преметрику  gf,ρ , описывая, таким 

образом, оптимальный вариант функциональных преобразований входного са-

моподобного потока пакетов f  в выходной поток пакетов g , не имеющего са-

моподобных свойств.  

В общем случае решение такой задачи многомерной оптимизации не яв-

ляется тривиальным, и не всегда ее решение может быть получено в аналитиче-

ском виде. Для ее решения возможно использовать один из численных методов 

оптимизации, например, метод градиентного спуска [13, 14]. Однако в ряде 

случаев аналитическое решение все же может быть получено.  

Рассмотрим преобразование входного самоподобного потока пакетов в 

поток, имеющий экспоненциальное распределение с интенсивностью λ . Опре-

делим преметрику   λτ;gf,ρ , обеспечивающую аналитическое решение по-

ставленной задачи. 

При исследовании близости вероятностных распределений случайных ве-

личин нашли применение достаточно большое количество вероятностных мет-

рик, которые используются в задачах аппроксимации [15].  

Известна метрика Колмагорова, определяющая расстояние между вероят-

ностными распределениями, которая успешно применяется в задачах о количе-

стве целых точек внутри многомерных эллипсоидов, а также при исследовании 

асимптоматического поведения распределения квадратичных форм от сумм не-

зависимых случайных векторов [16]. Однако, ее нельзя использовать в данной 

задаче в силу того, что данная метрика предполагает тот факт, что функция 

восходящего характера распределения должна иметь треугольную характери-
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стическую функцию     +t+=th 1 , что для данной задачи является неприемле-

мым условием. 

Расстояние Леви между функциями распределения F  и G  определяется 

точной нижней гранью [16] 

        .Rxh;+h+xGxFhhxGhinf=GF,L ∈∀≤≤:0≥            (16) 

Однако, при преобразовании самоподобного потока пакетов, требовать 

выполнения данного выражения не представляется возможным ввиду того, что 

в [16] показана связь между метриками Колмогорова и Леви: 

    ,GF,PGF,L 1≤≤≤0                                                                                   (17) 

которые должны иметь обратное неравенство [16]: 

     ,GF,LL+GF,ρ 1≤                                                                                     (18) 

что для самоподобного потока пакетов является неприемлемым условием. Кро-

ме того, Г. Боманом доказано существование точной верхней границы в пред-

положении, что  
 

2

cos12ˆ
t

t
=tP


 является характеристической функцией для 

вероятностной треугольной плотности     +t+=tp 1 , которая для исследуемого 

процесса таковой не является [17]. 

Метод Лапласа хорошо приближает распределение гауссианой в точке 

максимума, но плохо делает приближение в целом, если распределение сильно 

отличается от гауссианы. В частности, математические ожидания и дисперсии 

распределения и его приближения Лапласа могут сильно отличаться. Это при-

водит к сильным смещениям оценки обоснованности [18]. 

Известна метрика, определяющая расстояние вариации. Очевидно, что 

сглаженные распределения имеют, как правило, гладкие плотности. В [16] по-

казано, что в силу интегрируемости функция имеет ограниченную вариацию и 

по этой причине пределы    ∞∞ +a,a   существуют и конечны. Однако, при 

практическом применении данная метрика является чрезвычайно сложно реа-

лизуемой и требует значительных вычислительных ресурсов. 

Известна метрика Леви-Прохорова  GF,ρ  которую относят к метрикам, 

определяющим слабую сходимость вероятностных мер [19]. В.В. Юринским в 

[20] предложена оценка близости вероятностных распределений на kR  с ис-

пользованием метрики Леви-Прохорова. В дальнейшем, в работах В.А. Абра-

мова [21] и Ю.А. Зайцева [22, 23] показана возможность использования данной 

метрики в случае, когда требования гладкости функций F  и G  были сняты. 

Однако, эта метрика не получила широкого распространения при решении 

практических задач в силу слабой сходимости вероятностных мер. Расстояние в 

метрике 1L  имеет существенные ограничения, и эту метрику обычно связывают 

с расстоянием Конторовича, когда производится оценка среднего расстояния в 

исследуемом пространстве. По этой причине использование данной метрики 

является нецелесообразным. Дальнейшее развитие использования данной мет-

рики представлено в работах А.К.-А. Бёрлинга и К.Г. Эссена [24], которые 

сузили интервал интегрирования до  T,+T . Однако, применение метрики 1L  

для рассматриваемой задачи является нецелесообразным ввиду того, что в ней 
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используется ограничивающее требование (аксиома треугольника), которое в 

данной задаче не используется. 

Одной из часто используемых метрик является расстояние Кульбака-

Лейблера, которую также называют относительной энтропией или величиной 

информационной расходимости [16]. Для абсолютно непрерывных вероятност-

ных распределений F  и G  с плотностями p  и q  соответственно, расстояние 

между этими вероятностными распределениями определяется [16]: 

   
 
 

dx.
xq

xp
xp=GFD

+

KL 



∞

∞

log∥                                                                   (19) 

В [16] показано, что в общем случае   ∞∥≤0 <GFDKL , что для условия 

преобразования входного потока пакетов в требуемый закон распределения не 

противоречит физической реализуемости системы. Установлено, что этот 

функционал несимметричен, однако во многих задачах величина 

 gfDKL ∥ служит удобной мерой близости G  к F  [25, 26]. Кроме того, в [16] 

показана связь  GFDKL ∥  с классической энтропией. В ряде источников [16, 

25, 26] энтропию называют мерой расстояния и делают вывод, что она подобна 

дисперсии. Дисперсия является адекватной мерой расстояния, поскольку для 

специальных распределений вероятностей случайных величин, в отличие от 

дисперсии энтропия не зависит от типа распределения и по этой причине явля-

ется более предпочтительной характеристикой. Хотя  gfDKL ∥  не является 

полноценной метрикой, так как    fgDgfD KLKL ∥≠∥ , тем не менее, она удо-

влетворяет свойствам преметрики ρ , приведенной в постановочной части зада-

чи, то есть: 

1)   0≥∥gfDKL  (неравенство Гиббса); 

2)   gf=gfDKL ≡⇔0∥  (согласно определению). 

Задача может быть также дополнительно упрощена, если в качестве вы-

ходного распределения используется экспоненциальное распределение с интен-

сивностью потока λ , иными словами    λτ;g=η,…,η,ητ;g m21 . В этом случае 

 λτ;g  определена на полуинтервале от 0 и до ∞+  и экспоненциальный харак-

тер функции упрощает вычисление логарифма в подынтегральном выражении 

при вычислении значения дивергенции Кульбака-Лейблера. 

На основании принятых допущений может быть сформулирована следу-

ющая Лемма. 

Лемма: Пусть  nθ,…,θ,θτ;f 21  кусочно-непрерывная функция, задающая 

распределение вероятностей величин интервалов между пакетами во входном 

самоподобном потоке с параметрами nθ,…,θ,θ 21 , вида: 

 
 










;,0

,,21

21
t

tθ,…,θ,θτ;
θ,…,θ,θτ;f

n

n



                                                      (20) 

где: 0≥t  – является некоторой пороговой величиной, а  nθ,…,θ,θτ; 21  > 0 – не-

прерывная функция на интервале  ∞t,+ . 
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Выходной поток  λτ;g  описывает экспоненциальное распределение ин-

тервалов времени между пакетами с параметром 0>λ , значение которого равно 

интенсивности выходного потока. Иными словами 

 











.0,0

,0,



 e
λτ;g                                                                                        (21) 

Предположим также, что параметры nθ,…,θ,θ 21  входного потока не зави-

сят от интенсивности выходного потока λ , причем nθ,…,θ,θ 21  и λ  также не за-

висят от τ . Для всех значений nθ,…,θ,θ 21  из области определения величина ма-

тематического ожидания   ∞<fE  и   0≠fE .  

Требуется доказать, что величина дивергенции Кульбака-Лейблера будет 

минимальной в случае равенства математических ожиданий распределений 

 f  и g . 

Доказательство: Согласно свойства функции плотности распределения, 

для входного потока, получим [1]: 

    .=dτθ,…,θ,θτ;=dτθ,…,θ,θτ;f n

+

t

n

+

121

∞

21

∞

∞




                                         (22) 

Также величина математического ожидания интервалов времени между 

пакетами входного потока может быть получена из выражения: 

      =dτθ,…,θ,θτ;τ=dτθ,…,θ,θτ;fτ=fE n

+

t

n

+

21

∞

21

∞

∞




   

 ,21 nθ,…,θ,θE                                                                                    (23) 

   

где:  nθ,…,θ,θE 21  – некоторая функция, зависящая от параметров входного по-

тока nθ,…,θ,θ 21 . 

Величина дивергенции Кульбака-Лейблера может быть получена из соот-

ношения: 

   
 

 
=dτ

λτ;g

θ,…,θ,θτ;f
θ…,θ,θτ;f=gfD

+
n

nKL 


∞

∞

21
21

log
∥  

   ,fHgf,H                                                                                   (24) 

где:  fH  – дифференциальная энтропия входного распределения 

 nθ,…,θ,θτ;f 21 , а  gf,H  – перекрестная энтропия (кроссэнтропия) распреде-

лений  nθ,…,θ,θτ;f 21  и  λτ;g . 

Определим отдельно выражения для дифференциальной энтропии  fH  

и кроссэнтропии  gf,H . Для простоты условимся, что энтропия и кроссэнтро-

пия измеряются в натах. 

Величина дифференциальной энтропии для входного потока определяет-

ся из соотношения: 

      



∞

∞

2121 ln 
+

nn =dτθ,…,θ,θτ;fθ,…,θ,θτ;f=fH  
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      ,θ,…,θ,θH=dτθ,…,θ,θτ;θ,…,θ,θτ; nn

+

t

n 2121

∞

21 ln                    (25) 

где:  nθ,…,θ,θH 21  – некоторая функция, зависящая от параметров входного по-

тока nθ,…,θ,θ 21 . 

Тогда величину перекрестной энтропии  gf,H  получим из соотношения: 

      



∞

∞

21 ln
+

n =dτλτ;gθ,…,θ,θτ;f=gf,H    

   
 

.ln
∞

0

21 dτλeθ,…,θ,θτ;
+

t,max

λτ
n

                                                         (26) 

Поскольку 0≥t ,   t=t,max 0 . Воспользовавшись свойствами логарифмов 

    λτλ=e+λ=λe λτλτ  lnlnlnln , получим 

     
∞

21

+

t

n =dτλτlnλθ,…,θ,θτ;=gf,H  

    
∞ ∞

2121

+

t

+

t

nn dθ,…,θ,θτ;lnλdτθ,…,θ,θτ;τλ  .                                (27) 

Ранее было показано, что 

  ,=dτθ,…,θ,θτ; n

+

t

121

∞

                                                                                     (28) 

тогда как 

   .θ,…,θ,θE=dτθ,…,θ,θτ;τ nn

+

t

2121

∞

                                                          (29) 

Следовательно, величина кроссэнтропии равна 

    λ.θ,…,θ,θλE=gf,H n ln21                                                                        (30) 

Таким образом, значение дивергенции Кульбака-Лейблера может быть 

получено из соотношения: 

     .θ,…,θ,θHλθ,…,θ,θλE=gfD nnKL 2121 ln∥                                  (31) 

Продифференцировав  gfDKL ∥  по λ , найдем 

 
    =θ,…,θ,θH

dλ

d
lnλ

dλ

d
θ,…,θ,θλE

dλ

d
=

dλ

gfD
nn

KL
2121

∥
  

     .θ,…,θ,θH
dλ

d

λ
θ,…,θ,θE

dλ

d
λ+θ,…,θ,θE nnn 212121

1
                 (32) 

Поскольку nθ,…,θ,θ 21  не зависят от λ , получим 

 

 











.0

,0

21

21

n

n

θ,…,θ,θH
dλ

d

θ,…,θ,θE
dλ

d

                                                                                     (33) 
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Таким образом, 

 
  .

λ
θ,…,θ,θE=

dλ

gfdD
n

KL 1∥
21                                                          (34) 

Приравняв правую часть (34) к нулю, получим: 

  ,=
λ

θ,…,θ,θE n 0
1

21                                                                          (35) 

откуда 

 .θ,…,θ,θE=
λ

n21

1
                                                                                             (36) 

Поскольку математическое ожидание экспоненциального распределения 

  ,
λ

=gE
1

                                                                                                             (37) 

то 

   nθ,…,θ,θE=gE 21                                                                                         (38) 

или 

   .fE=gE                                                                                                         (39) 

Иными словами, величина  gfDKL ∥  достигает экстремального значения 

при равенстве математических ожиданий распределений входного f  и выход-

ного g  потоков, что является необходимым условием. 

Для определения и проверки достаточного условия экстремума  gfDKL ∥   

найдем вторую производную дивергенции Кульбака-Лейблера по λ : 

 
  .

λ
=

λ
θ,…,θ,θE

dλ

d
=

dλ

gfDd
n

KL

2212

2
11∥









                                            (40) 

Поскольку в точке экстремума 

 ,θ,…,θ,θE=
λ

n21

1
                                                                               (41) 

величина второй производной в этой точке определяется выражением 

 
   .θ,…,θ,θE=

dλ

gfDd
n

KL 2

212

2 ∥
                                                        (42) 

Следовательно, если     0≠21 nθ,…,θ,θE=fE , тогда 

 
.>

dλ

gfDd KL 0
∥

2

2

                                                                                              (43) 

Таким образом, при равенстве математических ожиданий распределений 

 nθ,…,θ,θτ;f 21  и  λτ;g  величина дивергенции Кульбака-Лейблера является 

минимальной. Что и требовалось доказать. 

Рассмотрим применение доказанной леммы для частных случаев. 
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Случай 1. Рассмотрим функциональное преобразование самоподобного 

потока имеющего распределение Парето в поток, обладающий экспоненциаль-

ным распределением. Распределение Парето является двухпараметрическим 

распределением, плотность которого определяется по формуле [1, 11]: 

,

;,0

,
)( 1













m

m+α

α
m

τ

ατ
f



                                                                             (44) 

 

параметрами которого являются коэффициент формы α  и коэффициент мас-

штаба mτ .  

Очевидно, что данное распределение удовлетворяет условиям доказанной 

леммы:  τf  – определяется кусочно-непрерывной функцией, для которой ве-

личина mτ=t  и  
1+α

α
m

τ

ατ
=τ . 

Необходимо найти такую функциональную зависимость  mτα,ψ=λ , ко-

торая приводила бы к минимизации  gfDKL ∥ .  

Используя формулу (24)  определим дивергенцию Кульбака-Лейблера: 
     ,fHgf,H=gfDKL ∥                                                                (45) 

где:  fH  – дифференциальная энтропия закона распределения Парето; 

 gf,H  – перекрестная энтропия закона распределения Парето и экспоненци-

ального закона распределения.  

Для распределения Парето энтропия  τf  может быть получена следую-

щим образом: 

     dττfτf=fH
+

log
∞

∞




 .                                                                               (46) 

Основание логарифма определяет используемую единицу измерения, для 

простоты положим, что  fH  и  gf,H  измеряются в натах.  

Тогда значение дифференциальной энтропии для распределения Парето: 

 
 

.
α

+α
+

α

τ
=dτ

τ

ατ
+

τ

ατ
=fH m

+α

α
m

mτ
+α

α
m 1lnln

∞

11                                            (47) 

Кроссэнтропию между  τf  и  τg  получим, используя: 

     dττgτf=gf,H
+

log
∞

∞




 .                                                                  (48) 

С учетом принятых допущений, имеем: 

    λ.
α

αλτ
=dτλe

+

τ

ατ
=gf,H mλτ

mτ
+α

α
m ln

1
ln

∞

1



 
                                          (49) 
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Таким образом, величина дивергенции Кульбака-Лейблера между  τf  и 

 τg  может быть получена из выражения: 

  .
α

+α

α

τ
λ

α

αλτ
=gfD mm

KL

1ln
ln

1
∥ 


                                                       (50) 

Преобразование из  1τf  в  2τg  должно обеспечивать минимальное зна-

чение  gfDKL ∥  как меры близости f  и g . Продифференцируем  gfDKL ∥  по 

λ  и приравнивая полученное значение к нулю, имеем: 

 
,=

λα

ατ
=

dλ

gfdD mKL 0
1

1

∥



                                                                           (51) 

откуда 

.
ατ

α
=λ

m

1
                                                                                                              (52) 

Полученный результат (52) совпадает с тем, что был получен в [2], одна-

ко здесь он имеет аналитическое обоснование. Поэтому можно утверждать, что 

выполнение функционального преобразования  1τf , имеющего распределение 

Парето, в  2τg , имеющего экспоненциальное распределение, является 

наилучшим по критерию минимального значения дивергенции Кульбака-

Лейблера  gfDKL ∥ , если математические ожидания f  и g  совпадают. Этот 

результат демонстрирует истинность доказанного в лемме  утверждения.  

Случай 2. Для распределения Парето величина временных интервалов 

между пакетами mτ>τ . Для экспоненциального распределения величина вре-

менных интервалов между пакетами .>τ 0   

В случае, когда величина временных интервалов между пакетами mτ  до-

статочно велика, при ∞→mτ , в результате функционального преобразования 

вероятность   1→≤ mττP .  

Если требуется выполнение условия mτ>τ  для выходной последователь-

ности пакетов, тогда модифицированный вариант экспоненциального распре-

деления определяется формулой [27]: 

 
 














.,0

,,
ˆ

m

m
mττλ

m

λe
ττ,g




                                                                         (53) 

 

Кроссэнтропия  xf  и  mττ,ĝ  может быть получена, как и в предыдущем 

случае, с помощью несобственного интеграла: 

     dτττ,gτf=gf,H m

+

ˆ logˆ
∞

∞




 ,                                                                     (54) 

или с учетом принятых допущений: 

   
λ.

α

λτ
=dτλe

+

τ

ατ
=gf,H mmττλ

mτ
+α

α
m ln

1
ln

∞
ˆ

1










                                (55) 
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Величина дивергенции Кульбака-Лейблера между  τf  и  mττ,ĝ  равна: 

  .
α

+α

α

τ
λ

α

λτ
=gfD mm

KL

1ln
ln

1
ˆ∥ 


                                                       (56) 

Продифференцировав  gfDKL ˆ∥  по λ  и приравняв полученное значение 

к нулю, найдем значение λ , при которой величина дивергенции Кульбака-

Лейблера является минимальной: 

 
,=

λα

τ
=

dλ

gfdD mKL 0
1

1

ˆ∥



                                                                           (57) 

откуда                                       

.
τ

α
=λ

m

1
                                                                                                                             (58) 

Определим условие, при котором достигается минимальное значение 

 gfDKL ˆ∥ . Математическое ожидание для модифицированного экспоненци-

ального распределения равно: 

     

λ
+τ=dτλe

+

τ=dτττ,gτ=gE m
mττλ

mτ

m

+ 1
∞∞

∞





 .                                 (59) 

Результат ожидаем, поскольку модифицированное экспоненциальное 

распределение получается путём сдвига вдоль оси абсцисс обычного экспонен-

циального распределения на величину mτ , и, поскольку математическое ожида-

ние для обычного экспоненциального распределения равно 
λ

1
, математическое 

ожидание модифицированного экспоненциального распределения равно 
λ

+τm

1
. 

Приравнивая математическое ожидание  gE ˆ  к математическому ожида-

нию для распределения Парето 

  ,
α

ατ
=fE m

1
                                                                                                        (60) 

получим 

.
α

ατ
=

λ
+τ m

m
1

1


                                                                                                     (61) 

Откуда 

.
τ

α
=λ

m

1
                                                                                                              (62) 

Таким образом, даже при использовании модифицированного экспонен-

циального распределения, минимальное значение дивергенции Кульбака-

Лейблера достигается при равенстве математических ожиданий интервалов 

времени между пакетами, распределенных по закону Парето на входе и интер-

валов времени между пакетами, распределенных по модифицированному экс-

поненциальному закону на выходе устройства, осуществляющего функцио-

нальное преобразование.  
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Случай 3. Рассмотрим функциональное преобразование самоподобного 

потока пакетов, имеющего распределение Вейбулла в поток, имеющий экспо-

ненциальное распределение.  

Распределение Вейбулла является двухпараметрическим распределением, 

плотность которого описывается формулой [1, 11]: 












































.0,0

,0,exp
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αα

s

τ

s

τ

s

α

f                                                        (63) 

 

параметрами которого являются коэффициент формы α  и коэффициент мас-

штаба s .  

Очевидно, данное распределение удовлетворяет условиям доказанной 

леммы:  τf  – определяется кусочно-непрерывной функцией, для которой ве-

личина 0=t  и  




























 αα

s

τ

s

τ

s

α
=τ exp

1

. 

Необходимо найти такую функциональную зависимость  sα,ψ=λ , кото-

рая приводила бы к минимуму некоторой меры близости  gf,ρ  распределений 

g  и f , где:  τg  – распределение интервалов времени выходного потока паке-

тов.  

Ранее было показано, что величина дивергенции Кульбака-Лейблера 

определяется: 

     ,fHgf,H=gfDKL ∥                                                                          (64) 

где:  fH  – дифференциальная энтропия распределения Вейбулла; 

 gf,H  – перекрестная энтропия законов распределения Вейбулла и экспонен-

циального распределения.  

Для распределения Вейбулла энтропия  τf  может быть получена следу-

ющим образом: 

     dττfτf=fH
+

log
∞

∞




 .                                                                               (65) 

Значение дифференциальной энтропии для распределения Вейбулла 

определяется [1, 11]: 
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=fH
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 explnexp

11∞

0

  

 .sα,H                                                                                                               (66) 

Определим кроссэнтропию между  τf  и  τg  с использованием форму-

лы: 

      dτgτf=gf,H
+

log
∞

∞




 .                                                                           (67) 
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Тогда, с учетом принятых допущений, имеем: 

    λ,
α

+λsΓ=dτλe
s

τ

s

τ

s

α
=gf,H λτ

αα+

ln
1

1lnexp

1∞

0






































 



  (68) 

где:  zΓ  – гамма-функция Эйлера. 

  dt.et=zΓ t
+

z 

∞

0

1
                                                                                              (69) 

Таким образом, величина дивергенции Кульбака-Лейблера между  τf  и 

 τg  равна: 

   .sα,Hλ
α

+λsΓ=gfDKL 







ln

1
1∥                                                       (70) 

Найдем производную дивергенции Кульбака-Лейблера по параметру вы-

ходного потока λ : 

 
.

λα
+sΓ=

dλ

gfdDKL 11
1

∥









                                                                        (71) 

Поскольку величина энтропии  sα,H  не зависит от λ,  получим 

 
.=

dλ

sα,dH
0                                                                                                         (72) 

Приравнивая к нулю значение производной, и решив уравнение (72) от-

носительно λ, определим: 

.

α
+sΓ

=λ








 1
1

1
                                                                                                    (73) 

Полученный результат совпадает с результатом, который приведен в [11], 

однако здесь он имеет аналитическое обоснование. Поэтому можно утверждать,  

что выполнение функционального преобразования  1τf , имеющего распреде-

ление Вейбулла в  2τg , имеющего экспоненциальное распределение, является 

наилучшим с позиции минимального значения дивергенции Кульбака-Лейблера 

 gfDKL ∥  при равенстве математических ожиданий потоков f  и g . 

 

Выводы 

Подводя итоги проведённым исследованиям можно сделать выводы об 

основных полученных результатах:  

1. Разработан метод функциональных преобразований на основе исполь-

зования многомерной оптимизации меры близости вероятностных распределе-

ний входного и выходного потока пакетов, который отличается от известных 

использованием в качестве критерия преметрики, удовлетворяющей условиям 

  0≥gf,ρ ,   gf=gf,ρ ≡⇔0  (аксиома тождества). Полученные решения ми-

нимизируют выбранную преметрику и определяют оптимальный вариант 

функциональных преобразований входного самоподобного потока пакетов в 

выходной поток пакетов, не имеющий самоподобных свойств. 
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2. Разработана обобщенная аналитическая модель (формулы 6-10), осу-

ществляющая преобразование входного самоподобного потока пакетов в поток 

пакетов, не имеющий самоподобных свойств, в которой минимизируется вели-

чина меры близости распределений, то есть    min.gf,ρ →  

3. Показано, что необходимым условием экстремума функции многих пе-

ременных в точке локального минимума является обращение в нуль градиента 

преметрики  .gf,ρ∇  Достаточным условием получения локального минимума 

является положительная определенность матрицы Гессе и удовлетворение тре-

бования положительных значений угловых миноров матрицы, составленной на 

основе критерия Сельвестра. 

4. Для преобразований входного самоподобного потока в поток пакетов, 

имеющий экспоненциальное распределение с интенсивностью потока λ , в ка-

честве преметрики использовано расстояние Кульбака-Лейблера (которое так-

же называется относительной энтропией или величиной информационной рас-

ходимости). Установлено, что для непрерывных вероятностных распределений 

F  и G  с плотностями  τf  и  τg  соответственно, преобразование входного 

потока пакетов в экспоненциальный закон распределения не противоречит фи-

зической реализуемости системы преобразований. 

5. Доказана лемма о том, что величина дивергенции Кульбака-Лейблера 

является минимальной при равенстве математических ожиданий распределений 

самоподобного входного и выходного потока пакетов, имеющего экспоненци-

альное распределение.  

6. Получено аналитическое выражение дивергенции Кульбака-Лейблера 

(формула 31), входного и выходного потоков пакетов, на основе использования 

дифференциальной (формула 25) и перекрестной (формула 27) энтропии, опре-

деляющих меру удаленности исследуемых распределений.  

7. Представлено использование леммы для функциональных преобразо-

ваний самоподобного потока пакетов с распределениями Парето и Вейбулла в 

поток, имеющий экспоненциальное распределение. 

Таким образом, научная новизна данных исследований заключается в 

том, что в отличие от результатов, полученных эмпирическим путем в работах 

[7-11], впервые в общем виде представлена аналитическая модель функцио-

нальных преобразований входного самоподобного потока пакетов, позволяю-

щая определять параметры выходного потока пакетов узлов коммутации на ос-

нове использования минимального значения известной априори преметрики. 

Представлено математическое обоснование, позволяющее получить аналитиче-

ское выражение интенсивности выходного потока пакетов для случая преобра-

зования самоподобного входного потока пакетов в поток, имеющий экспонен-

циальный закон распределения при равенстве их математических ожиданий, 

когда в качестве меры близости потоков используется дивергенция Кульбака-

Лейблера. 

Практическая значимость полученных результатов определяется возмож-

ностью использования данного метода для снижения влияния пиковых нагру-

зок на производительность и качество обслуживания пользователей телеком-
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муникационных сетей при обслуживании трафика, имеющего самоподобные и 

фрактальные свойства. 

Теоретическая общность данного метода состоит в том, что полученная 

аналитическая модель позволяет осуществлять преобразование любого закона 

распределения входного самоподобного потока пакетов в экспоненциальный 

закон и на этой основе обеспечить повышение эффективности функционирова-

ния телекоммуникационных сетей.  
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Functional transformation of the self-similar network teletraffic based on 

the multidimensional measure of similarity between probability parameters 

of input and output packet flows 

 

G. I. Linets, R. A. Voronkin, S. V. Govorova 

 
Statement of the problem. The problem of assessing the performance of modern telecom-

munication networks is the lack of analytical models that accurately describe the features of self-

similar traffic. From an analytical point of view, communication networks that use the exponential 

distribution of time intervals between packets of the input packet stream turned out to be the most 

developed from an analytical point of view. Purpose. Development of a method of functional trans-

formations, which allows minimizing the measure of proximity of the probability distributions of the 

input and output packet streams based on the use of set theory and multidimensional optimization 

methods; definition of a generalized analytical model of functional transformations that does not 

depend on the probabilistic laws of distributions of the input and output stream of packets. Meth-

ods. Probability theory, set theory, methods of multidimensional optimization, differential and inte-

gral calculus, methods of system analysis, methods of mathematical modeling. Novelty. For the first 

time, an analytical method of functional transformations of the input self-similar packet flow is pre-

sented in a general form, which makes it possible to determine the parameters of the output law for 

the distribution of packets of switching nodes by using the minimum value of a priori known pre-

metric. In contrast to the results obtained earlier, for the case of transforming a self-similar input 

stream of packets into a stream with an exponential distribution law, if their mathematical expecta-

tions are equal, using the Kullback-Leibler divergence as a measure of proximity, a mathematical 

justification is presented that allows one to obtain an analytical expression for the intensity of the 

output packet stream. Result. A method of functional transformations of a self-similar packet 

stream into an output packet stream that does not have self-similar properties has been developed; 

a rigorous mathematical substantiation of the possibility of functional transformations of a self-

similar input stream of packets is obtained, which makes it possible to determine the intensity of the 

output stream, which has an exponential lossless distribution law. Practical significance. The de-

veloped method and generalized analytical model can improve the quality of service in telecommu-

nication networks.  

 

Key words: self-similar packet flow, performance estimation, Hurst exponent, functional 

transformations, premetric, Kullback-Leibler divergence, scientific and methodological apparatus, 

analytical model, telecommunication networks. 
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