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УДК 623.62 

 

Алгоритм расчета вероятности ошибочного приема бита 

в каналах передачи данных с двумерными сигнально-кодовыми 

конструкциями под воздействием сигналоподобных помех 

 

Петров А. В., Михалёв В. В., Клюев А. А. 

 
Постановка задачи. В задачах по оценке помехоустойчивости каналов передачи ин-

формации (КПИ) на фоне сигналоподобных помех (СПП) для вычисления вероятности оши-

бочного приема бита в КПИ, использующих двумерные сигнально-кодовые конструкции, 

(СКК) проводится разбиение сигнального пространства на области принятия решений 

(ОПР) в пользу каждого из вариантов сигналов и вычисляются условные вероятности попа-

дания случайных точек в ОПР. При принятии решения по критерию максимального правдо-

подобия, границы ОПР состоят из отрезков прямых линий и (или) лучей, а вероятности по-

падания в ОПР могут быть представлены в виде сумм вероятностей попадания в области 

пространства, ограниченные лучом или отрезком. Если ОПР имеют сложную конфигура-

цию эти вычисления целесообразно представить в виде алгоритма и реализовать на ЭВМ. 

Цель работы - разработка алгоритма численного расчета вероятности ошибочного прие-

ма бита при когерентном приеме равновероятных сигналов с двумерными СКК, на основе 

формализации правил определения границ ОПР и представления вероятностей попадания 

случайной точки в ОПР в виде суммы вероятностей попадания в области, ограниченные лу-

чом или отрезком. Используемые методы. Правила разбиения сигнального пространства 

на ОПР получены на основе геометрической интерпретации взаимодействия сигнала и СПП 

в когерентном демодуляторе, методов оптимального приема сигналов и аналитической 

геометрии; при нахождении вероятностей попадания случайных величин в ОПР использова-

лись полученные в ранее опубликованных работах интегралы от плотностей распределения 

векторов СПП на сигнальной плоскости. Новизна. Алгоритм может использоваться, когда 

разбиение сигнального пространства на ОПР заранее неизвестно; при представлении веро-

ятности попадания случайной точки в ОПР в виде вероятностей попадания в области, 

ограниченные отрезком и лучом, алгоритм использует информацию о координатах соседних 

с рассматриваемой ОПР точек СКК, что упрощает вычисление условных вероятностей 

ошибок. Результат. Алгоритм является универсальным и может использоваться для ана-

лиза помехоустойчивости каналов с СКК произвольной конфигурации. Практическая зна-

чимость. Результаты могут быть использованы при проведении сравнительного анализа 

различных вариантов СПП для СКК заданной конфигурации или для разработки новых вари-

антов двумерных СКК, с повышенной помехоустойчивостью на фоне заданной СПП. 

 

Ключевые слова: квадратурная амплитудная манипуляция, вероятность ошибочного 

приема бита, функция Оуэна, функция Гаусса, сигналоподобная помеха. 
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Актуальность 

В процессе решения задач, связанных с защитой или, наоборот, разруше-

нием информации, передаваемой по КПИ на фоне СПП, а также с обеспечени-

ем электромагнитной совместимости (ЭМС) радиоэлектронных средств (РЭС), 

проводится оценка эффективности функционирования КПИ на фоне помех [1]. 

В качестве показателя помехоустойчивости, обычно используют вероятность 

ошибочного приема бита bp , которая существенно зависит от применяемого 

вида манипуляции и кодирования в КПИ. В настоящий момент в КПИ, в том 

числе и военного назначения, в связи с предъявляемыми к ним жесткими тре-

бованиями по скорости передачи данных и объему передаваемой информации, 

используются сигналы с М-КАМ [2-7]. М-КАМ сигнал представляет собой 

сумму двух синусоидальных колебаний, с заданными амплитудами, сдвинутых 

относительно друг друга по фазе на 90. Заданной паре амплитуд соответствует 

один символ, которому в свою очередь соответствует заранее определенная по-

следовательность битов, поэтому ошибка при приеме символа может привести 

к ошибочной регистрации сразу нескольких битов. Вероятность ошибочного 

приема бита при приеме М-КАМ сигналов на фоне помех зависит от количе-

ства символов, от того какие уровни амплитуд несущих используются для 

представления символов, а также от того каким способом устанавливается со-

ответствие между символами и соответствующими им последовательностями 

битов. 

В известных публикациях задачи расчета вероятности ошибочного прие-

ма бита в каналах с двумерными СКК на фоне СПП решались для частных слу-

чаев СПП, при этом получены аналитические выражения для СКК, для которых 

разбиение сигнального пространства сводится к небольшому количеству эле-

ментарных математических действий, количество вариантов конфигураций об-

ластей принятия решений невелико, а сами конфигурации достаточно просты. 

Например, для М-ФМ сигналов [8, 9], или для наиболее распространенных 

КАМ сигналов, у которых сигнальные точки расположены в узлах квадратной 

сетки [10-12]. В этих случаях возможно группирование слагаемых вероятностей 

и получение компактных аналитических выражений для расчета вероятностей 

ошибочного приема бита.  

Однако имеются сигнальные созвездия, у которых ОПР имеют достаточ-

но сложную конфигурацию, или количество вариантов конфигураций ОПР ве-

лико, поэтому даже группирование совпадающих вероятностей не дает суще-

ственного уменьшения количества слагаемых вероятностей. Для таких СКК ак-

туальна разработка универсального алгоритма, позволяющего реализовать на 

ЭВМ, всю последовательность вычисления вероятности ошибочного приема 

бита, включающую в себя следующие операции: разбиение сигнального про-

странства на ОПР; вычисление условных вероятностей попадания случайных 

точек в ОПР; усреднение полученных вероятностей с учетом расстояния Хэм-

минга. Для разработки такого алгоритма необходимы аналитические соотноше-

ния, формализующие последовательность выполнения всех операций по вы-

числению вероятности ошибочного приема бита. 
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Постановка задачи 

Для формальной постановки и решения задачи в работе введены 

обозначения, представленные в таблице 1. 

 

Таблица 1 – Обозначения 
Обозначение Физический смысл обозначения 

bp  - средняя вероятность ошибочного приема бита; 

sp  - средняя вероятность ошибочного приема символа; 

M  - количество символов в СКК; 

с , п  - пик-фактор сигнала, помехи; 

  - половина минимального Евклидова расстояния в СКК; 

mind  - минимальное Евклидово расстояние в СКК; 

сP , пP  - средние мощности сигнала и помехи; 

maxсP , maxпP  - пиковые мощности сигнала и помехи; 

2q  - отношение мощности сигнала к мощности помехи; 

 kmp  - условная вероятность регистрации символа m , вместо символа k ; 

 kmH ,  - расстояние Хэмминга между символами m  и k ; 

 kmpn  
- условная вероятность попадания в ОПР в пользу сигнала с номером 

m  случайной точки с центром распределения в точке k  в область, 

ограниченную стороной ОПР, разделяющей точки m  и n ; 

 hQ  
- вероятность попадания случайной точки  yx,  с плотностью рас-

пределения  yxw , , в полуплоскость xh  , 0h ; 

 ah,T  

- вероятность попадания случайной точки  yx,  с плотностью рас-

пределения  yxw , , в область заданную уравнениями 

axyуxh  0 , 0a , 0h ; 

 ah,U  

- вероятность попадания случайной точки  yx,  с плотностью рас-

пределения  yxw ,


, в область заданную уравнениями 

axyxh  , 0a , 0h ; 

  
- обозначение вида СПП и плотности распределения  yxw ,


 при 

расчете вероятностей  hQ ,  ah,T  и  ah,U ; 

 

Будем считать, что на длительности одного тактового интервала в КПИ 

передается один из M  символов двумерной СКК с номером 1,...,0  Mk . 

Каждому символу соответствует последовательность из M2log  битов, при этом 

будем считать, что номер k  передаваемого символа определяется последова-

тельностью соответствующих ему символов. В результате воздействия помехи 

в канале, приемник с вероятностью  kmp  регистрирует символ с номером m , 

при этом если km  , то регистрируется та же последовательность битов, что и 

была передана, а, если km  , то вместо последовательности битов, соответ-

ствующих переданному символу, регистрируется последовательность битов, 
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соответствующая символу m . Количество ошибочно зарегистрированных би-

тов определяется расстоянием Хэмминга  kmH ,  между символами m  и k . 

При равновероятных символах СКК последовательность вычисления 

средней по всем возможным символам вероятности bp  определяется выраже-

нием: 

   kmpkmH
MM

p
M

m

M

k
b ,

log

1 1

0

1

02










 . (1) 

Таким образом, для оценки bp  необходимо в общем случае вычислить 

значения условных вероятностей  kmp  для всех возможных символов и рас-

стояние Хэмминга  kmH , .  

 kmH ,  зависит от используемого в канале способа кодирования. Для 

простого двоичного кода, пользуясь такими же методами, которые 

использованы в [13] при нахождения расстояния Хэмминга для кода Грея, его 

можно определить с помощью соотношения: 

   














 








M

n
n

n

n

n mm
kmH

2log

1

1212

2

223
round

2

223
2round,  
















 







n

n

n

n kk

2

223
round

2

223
2round

1212

, (2) 

где  xround  – обозначает округление x  до ближайшего целого значения. 

При описании процессов когерентной демодуляции М-КАМ сигналов и 

нахождения  kmp  целесообразно использовать геометрическое 

представление сигналов в виде точек на плоскости. Координаты точек в декар-

товой прямоугольной системе координат представляют собой заданные значе-

ния амплитуд двух ортогональных несущих передаваемого символа k . 

Воздействие помехи интерпретируется как несовпадение положения 

сигнальной точки с ее заданным местоположением. При принятии решения в 

качестве оценок координат в таком случае принимаются координаты 

ближайшей точки сигнального пространства. Геометрическая интерпретация 

правила принятия решений выглядит как разбиение плоскости на области, 

окружающие сигнальные точки, а вычисление  kmp  заключается в вычисле-

нии вероятности попадания случайной точки в область, окружающую точку m , 

при условии, что передан символ, соответствующий точке k . Если принятие 

решения в условиях помех осуществляется по критерию максимального прав-

доподобия, то границами ОПР являются многоугольники или ломаные линии. 

На рис. 1 представлен пример разбиения сигнального пространства, соответ-

ствующий случаю когерентной демодуляции 64-КАМ сигнала стандарта MIL-

STD-188-110, который в дальнейшем будем использовать для иллюстрации со-

отношений, используемых при описании алгоритма расчета bp .  

Следует отметить, что  mmp  – вероятность регистрации символа m , 

при условии того, что этот же символ и был на самом деле передан, т.е. 

вероятность правильного приема символа. Находя значения обратные  mmp  
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можно определить среднюю вероятность ошибочного приема символа в канале 

sp . При равновероятных символах получим: 

  





1

0

1
1 M

m

s mmp
M

p .  (3) 
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x 

3 

1 

8 

24 32 

16 

9 49 17 25 
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y 

 
Рис. 1 Разбиение сигнального пространства 64-КАМ сигнала стандарта  

MIL-STD-188-110  

 

Условные вероятности  kmp  будут зависеть от формы, количества и 

взаимного расположения ОПР, а также от вероятностных характеристик помех, 

действующих в КПИ. В случаях, когда плотности распределения векторов по-

мехи обладают свойством круговой симметричности (вероятность попадания 

конца вектора в заданную область не изменяется при повороте координатных 

осей, выходящих из точки начала вектора), вероятность попадания случайной 

точки в ОПР  kmp , а, соответственно, и bp , можно представить в виде суммы 

вероятностей ее попадания, в области ограниченные отрезками прямых линий и 

(или) лучами. Как показано в [8], при оценке помехоустойчивости двумерных 

СКК на фоне аддитивного белого гауссова шума (АБГШ) с использованием 

ЭВМ, вероятность bp  удобно представлять в виде линейной комбинации функ-

ций Оуэна  ah,T  и Гаусса  hQ , которые определяются интегралами: 

 
 

 
 




h

ax yx

dxdyeah
0

2

22

2

1
,


T  и     

 


h

x

dxehh 2

2

2

1
,2


TQ . (4) 

Если такие комбинации известны, то для расчета вероятности bp  под 

воздействием СПП в каналах с двумерными СКК можно использовать подход, 

который был применен в [9], при расчете bp  в канале с М-ФМ на фоне различ-

ных видов СПП. При решении данной задачи в [9] использованы известные 
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представления для bp  в канале с М-ФМ на фоне АБГШ в виде суммы функций 

Оуэна и Гаусса. Поскольку плотности распределения  yxw ,


 случайных точек 

 yx, , отображающих на сигнальной плоскости результат демодуляции СПП, 

так же, как и в случае, когда помехой является АБГШ, обладают свойством 

круговой симметричности (линии постоянного уровня плотности распределе-

ния представляют собой окружности), представления bp  в виде суммы функ-

ций Оуэна и Гаусса можно использовать и для расчета bp  на фоне СПП, заме-

нив в них функции Оуэна и Гаусса интегралами: 

    


 
h

ax

dxdyyxwah
0

,,T  и      


 
h

dxxwhh ,2TQ , (5) 

где   – символ, обозначающий вид помехи. 

Интегралы  ah,T  и  hQ  в [9] получены для нескольких видов СПП, 

что при наличии представлений bp  в виде линейной комбинации функций 

Оуэна  ah,T  и Гаусса  hQ  для СКК заданного стандарта, позволяет прово-

дить расчеты bp  на фоне СПП.  

Однако имеются сигнальные созвездия, у которых ОПР имеют достаточ-

но сложную конфигурацию, или количество вариантов конфигураций ОПР ве-

лико, поэтому даже группирование совпадающих вероятностей не дает суще-

ственного уменьшения количества слагаемых вероятностей. Кроме этого, рабо-

ты по совершенствованию и разработке новых стандартов СКК проводятся по-

стоянно [14, 15]. Для оценки помехоустойчивости КПИ в таких случаях целесо-

образно представить в виде алгоритма и реализовать на ЭВМ, всю последова-

тельность вычисления вероятности ошибочного приема бита.  

Таким образом, целью работы является разработка алгоритма численного 

расчета вероятности ошибочного приема бита при когерентном приеме равно-

вероятных сигналов с двумерными СКК, на основе формализации правил, 

определения границ ОПР и правил представления вероятностей попадания слу-

чайной точки в эти области в виде суммы вероятностей попадания в области, 

ограниченные лучом или отрезком. 

Для разработки такого алгоритма необходимы аналитические соотноше-

ния, формализующие последовательность операций по вычислению вероятно-

сти bp  в соответствии с (1), а именно:  

 представление вероятностей попадания случайной точки в ОПР в виде 

сумм вероятностей попадания в области, ограниченные лучом или от-

резком; 

 определение границ ОПР в сигнальном пространстве.  

 

Формализация правил представления 

условных вероятностей регистрации символов двумерных СКК 

в виде сумм функций Оуэна и Гаусса 

Интегралы (4) позволяют находить вероятность попадания двумерной 

нормальной случайной величины с единичной дисперсией и с центром в точке 
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O  в области, заштрихованные на рис.  2, что дает возможность выразить с их 

помощью вероятность попадания в область, ограниченную произвольным мно-

гоугольником или ломаной линией. Необходимые для этого приемы, методы и 

математические соотношения подробно описаны в [8]. Там же, показано, что 

при нахождении вероятностей с помощью функций  ah,T  и  hQ  удобно ис-

пользовать представление о том, что в точке, соответствующей центру распре-

деления, расположен изотропный источник света, а область интегрирования 

может быть представлена как область «тени», отбрасываемой отрезком (лучом) 

при освещении из этой точки.  

 
 

 

x 

y=ax 

h 

x 
h 

a=tgθ 

(h,a) Q(h) 

x 
h 

 hQ
2

1
 

O O 

O 

 
Рис. 2 Области интегрирования двумерного нормального распределения 

определяющие функции Оуэна и Гаусса 

 

Правила представления вероятности попадания в произвольный много-

угольник в виде суммы функций (5), приведенные в [8], проиллюстрируем на 

примере нахождения вероятности  124p  попадания точки в область, окружа-

ющую точку 24m  вместо области, соответствующей точке 1k , при приеме 

сигнала 64 – КАМ с созвездием, показанным на рис. 1. При расчете  124p , 

проведя прямые линии из точки 1k , через точки, углы области, ограниченной 

ломаной линией, являющиеся концами отдельных отрезков и лучей, составля-

ющих границу ОПР, окружающей точку 24m , как показано на рис. 3, веро-

ятность попадания внутрь ОПР можно представить в виде суммы и разности 

вероятностей попадания в области i , 5,...,1i , составляющие областям «те-

ни» от отдельных границ ОПР. Таким образом, вероятность попадания в инте-

ресующую область может быть представлена в виде суммы вероятности попа-

дания в область 321   «тени», «отбрасываемой» лучом, с началом в 

точке C  и область 54   «тени», «отбрасываемой» отрезком BC , минус 

вероятность попадания в область 43  , ограниченную отрезком AB  и в 

область 1 , ограниченную лучом, начинающимся в точке A . 

В свою очередь вероятности попадания в области, ограниченные отдель-

ными сторонами многоугольника могут быть выражены с помощью сумм или 

разностей функций Оуэна и (или) Гаусса (5). Возможные варианты геометриче-

ских соотношений между границами области интегрирования и местоположе-

нием точек k  и m  приведены на рис. 4. Как видно в результирующее выраже-

ние для вероятности попадания в область 24m  с положительным знаком 
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войдут вероятности попадания в области, ограниченные лучом, начинающимся 

в точке C  (рис. 4, а), и отрезком BC  (рис. 4, б), а с отрицательным знаком ве-

роятности попадания в область, ограниченную отрезком AB (рис. 4, в) и лучом 

с началом в точке A  (рис. 4, г). 

 
 

 

m=24 

1 

2 

3 

4 
5 

A 

B 

C 

 
Рис. 3 Разбиение области интегрирования вокруг точки 24m на области 

интегрирования, ограниченные ее сторонами 

 

Для определения знака перед вероятностями попадания в области, огра-

ниченные отдельными сторонами многоугольника в [8] предложены соотноше-

ния, полученные на основе анализа направлений векторов, один из которых со-

ответствует нормали, исходящей из центра распределения (точка k  на рис. 4), а 

второй соответствует отрезку (лучу), составляющему участок границы ОПР, 

для которого направление задано в порядке обхода периметра ОПР по часовой 

стрелке. Данное правило довольно сложно формализуемо при реализации рас-

четов на ЭВМ.  

На основе соотношений аналитической геометрии можно предложить бо-

лее просто формализуемое правило определения знаков, перед вероятностями. 

Как видно из примеров, представленных на рис. 5, проведя прямую линию че-

рез соответствующий отрезок или луч, можно увидеть, что положительный 

знак перед соответствующей составляющей выбирается, если точки m  и k  ле-

жат по разные стороны относительно этой прямой, а отрицательный, если эти 

точки лежат по одну сторону от нее. Положение точки относительно прямой 

легко определить, если записать уравнение этой прямой в виде   0, yxF . 

Совпадение знаков выражения  yxF , , при подстановке в него координат точек 

m  и k , означает, что эти точки лежат по одну сторону от нее. 
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k=1 

m=24 

k=1 

m=24 

k=1 

m=24 

k=1 

m=24 

а б 

в г 
1 

34 

123 

45 

A A 

A 

A 

B 

B 

B 

B 

C 

C 

C 

C 

n=8 

n=25 

n=16 

n=32 

d 

d 

d 

d 

 
Рис. 4 Пример представления областей интегрирования, ограниченных 

сторонами многоугольника, окружающего точку 24m , на области, 

позволяющие использовать для нахождения вероятностей  

функции Оуэна и Гаусса 

 

Для формализации правила определения знака перед вероятностью попа-

дания в область, ограниченную отдельной стороной многоугольника можно 

предложить следующие соотношения. 

При нахождении вероятности попадания в область, ограниченную отрез-

ком или лучом, известна также и точка созвездия с номером n , которую этот 

отрезок или луч отделяет от точки m .  

Например, как видно из рис. 4, а, луч, исходящий из точки C, отделяет 

точку 24m  от точки 8n . Отрезок BC отделяет 24m  от 25n , отрезок 

AB разделяет 24m  и 16n , а луч, с началом в точке A, разделяет 24m  и 

32n . 
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С учетом этого уравнение прямой, проведенной через сторону ОПР, име-

ет вид: 

    022 2222  nmnmmnmn xxyyyyyxxx , (6) 

где mm yx ,  и nn yx ,  – координаты соседних точек m  и n . 

Если точки k  и m  находятся по одну сторону от этой линии, то при под-

становке координат этих точек, в уравнение (6), получим значения с одинако-

вым знаком. Однако, подставив в (6) координаты точки m , убедимся, что зна-

чение выражения (6) всегда отрицательное, так как: 

    0
22
 mnmn yyxx ,  (7) 

поэтому для определения взаимного положения точек k  и m  достаточно найти 

знак уравнения (6), подставив в него координаты точки k , тогда, для нахожде-

ния вероятности попадания в многоугольник необходимо просуммировать ве-

личины: 

      222222sign mnmnkmnkmnn xxyyyyyxxxkmp  ,   (8) 

где  kmpn  – вероятность попадания в область ограниченную отрезком или 

лучом, отделяющим точку m , от точки n . 

В выражении (8): 

 
















,0при,1

,0при,0

,0при,1

sign

x

x

x

x  (9) 

поэтому, если точка k  лежит на линии (6), то вероятность попадания в область, 

ограниченную соответствующим лучом (отрезком), в соответствии с (9), равна 

нулю, и правило (8) сохраняется. 

Если вычисляется вероятность попадания в область m  из соседней 

области ( nk  ) то из (6) получим: 

    0
22
 mnmn yyxx , 

поэтому в этом случае действует то же правило (8), что и для других сочетаний 

точек m , mn   и mnk  . 

Исключением будет случай, когда mk  , т.е. задача заключается в 

вычислении вероятности  mmp  правильного приема символа m . В этом 

случае использование (8) дает обратную вероятность – вероятность ошибочно-

го приема символа m , т.е.  mmp1 , что необходимо учитывать, если интере-

сует вычисление  mmp . 

Также, с использованием методов аналитической геометрии, найдем пра-

вило принятия решений при вычислении вероятности попадания в область, 

ограниченную одной границей многоугольника. Анализ ситуаций, показанных 

на рис. 4, показывает, что вероятность попадания в область, ограниченной од-

ной стороной многоугольника, представляется в виде суммы или разности двух 

функций Оуэна, если сторона многоугольника является отрезком, а также в ви-

де суммы или разности половины функции Гаусса и функции Оуэна, если сто-

рона многоугольника является лучом. 
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Рассмотрим возможные геометрические соотношения между точками m  

и k  и разделяющим отрезком, приведенные на рис. 6, а затем аналогичные со-

отношения для случая разделяющего луча, приведенные на рис. 7. 

Рассмотрим ситуации, когда границей между ОПР является отрезок, раз-

деляющий точки m  и n , концы которого находятся в точках 1t  и 2t , как пока-

зано на рис. 5, и проведем через него прямую линию, определенную уравнени-

ем (6). Уравнение перпендикуляра, проведенного из точки k  на эту линию, 

имеет вид: 

      0 kmnkmn xxyyyyxx . (10) 

Очевидно знак уравнения (10), при подстановке в него координат концов 

отрезка, точек 
1t

x , 
1t

y  и 
2t

x , 
2t

y , будут разным, если эти точки находятся по 

разные стороны от перпендикуляра (см. рис. 5, а, в, д) и одинаковым, если точ-

ки лежат по одну сторону от перпендикуляра (см. рис. 5, б, г, е).  

 
 

n 

k 

m k 

d 

d 

t1 t2 

n 

k 

m k 

d 

d 

t1 

t1 

t2 

m m 

n n 

t2 t2 t1 

d 

t1 t2 

k=n 

d 

t1 t2 

m 

k=n 

m 

а б 

в г 

д е 

 
Рис. 5 Возможные варианты взаимного расположения отрезка, 

ограничивающего область m  и точек k  и m  при нахождении вероятности 

попадания в область, ограниченную отрезком 
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Найдем аргументы функции Оуэна: тангенсы углов между перпендикуля-

ром из точки k  на разделяющую линию и линиями, соединяющими точку k  с 

концами отрезка – точками 1t  и 2t ,  

 
     

     
,tg

11

11

1
mnktktmn

mnktktmn

yyyyxxxx

xxyyxxyy




  (11) 

 
     

     mnktktmn

mnktktmn

yyyyxxxx

xxyyxxyy






22

22

2tg  , (12) 

расстояние от точки k , до линии, разделяющей точки m  и n  (нормированное 

по отношению к максимальной амплитуде сигнала) 

   

   22

2222

maxс

22

2

1

mnmn

nmnmkmnkmn

xxyy

xxyyyyyxxx

P
d




 , (13) 

и, для вычисления вероятности попадания в область, ограниченную отрезком, 

получим выражение: 

       222222sign mnmnkmnkmnn xxyyyyyxxxkmp  

        




 ktmn yyxxdq
1

signtg,tgmax, 21 Τ  

          ktmnktmnktmn xxyyyyxxxxyy
221

sign  

      ,tg,tgmin, 21




 dqΤ  (14) 

где     
21

tg,tgmax   и     
21

tg,tgmin   – максимальная и минимальная из 

двух величин  1tg   и  2tg  . 

Рассмотрим ситуации, когда границей между ОПР является луч с началом 

в точке t , показанные на рис. 7. Как и в случае отрезка, через луч можно 

провести прямую линию, уравнение перпендикуляра к которой из точки k  

определяется выражением (10). Из вариантов, представленных на рис. 7, видно, 

что вероятность попадания в область, ограниченную лучом определяется 

суммой функции Гаусса и Оуэна, если точка s , в которой перпендикуляр пере-

секается с проведенной через луч линией, лежит на луче (см. рис. 6, а, в, д), а 

разностью функций Гаусса и Оуэна эта вероятность определяется, если точка s  

не лежит на луче (см. рис. 5, б, г, е). Для того, чтобы определить лежит эта точ-

ка на луче, или нет, рассмотрим два случая, представленных на рис. 7, в каждом 

из которых определяется вероятность попадания в область, ограниченную лу-

чом, отделяющим точку 24m  от точки 8n , но центр распределения вероят-

ностей находится в разных точках: в первом случае (см. рис. 7, а) в точке 1k  

(при этом точка s  лежит на луче), во втором случае (см. рис. 7, б) центр рас-

пределения в точке 9k  (точка s  на луче не лежит). Как видно из рисунка, 

решение может быть принято на основе анализа взаимного положения точки s  

и линии, проходящей через отрезок, один из концов которого является также и 
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концом луча, и разделяет точку 24m  с соседней точкой 25r . Из рис. 7 

видно, что все точки, лежащие на луче находятся по одну сторону от этой 

линии, причем, с той же стороны, что и точка m . 

Поскольку уравнение, прямой, разделяющей точки m  и r  имеет вид: 

    022 2222  rmrmmrmr xxyyyyyxxx , (15) 

а, подставляя в него координаты точки m , получим: 

    0
22
 mrmr yyxx , 

то условием того, что точка s  лежит на луче, является отрицательное значение 

уравнения (15) при подстановке в него координат точки s . 
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Рис. 6 Возможные варианты взаимного расположения луча, 

ограничивающего область m  и точек k  и m  при нахождении 

вероятности попадания в область, ограниченную лучом 
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k=1 

n=8 

m=24 

r=25 

n=8 

m=24 

k=9 

r=25 

s 

s 

а б 

d d 

 
Рис. 7 Правило вычисления вероятности, когда границей областей является луч 

 

Координаты точки пересечения линии, проведенной через луч и 

перпендикуляра на него из точки k  определяются в соответствии с 

выражениями: 

  
   







22

2222

2

1

mnmn

mnmnmn
s

xxyy

xxyyxx
x  

      

   22

2

2

1

mnmn

kmnkmnmn

xxyy

xyyyxxyy




 , (16) 

  
   







22

2222

2

1

mnmn

nnmnmn
s

xxyy

xxyyyy
y  

      

   22

2

2

1

mnmn

kmnkmnmn

xxyy

yxxxyyxx




 . (17) 

Окончательно, для вычисления вероятности попадания в область, 

ограниченную лучом, запишем следующее: 

         smrsmrn yyyxxxdqkmp 22sign
2

1
Q  

  ,,2222 tgdqxxyy rmrm  Τ  (18) 

где  

 
     
     mnktktmn

mnktktmn

yyyyxxxx

xxyyxxyy




tg , (19) 

а d  вычисляется в соответствии с (15). 

Полученные соотношения позволят вычислить вероятность попадания 

двумерной случайной величины в область, ограниченную на плоскости 

отрезками прямых линий и лучами, представив требуемую вероятность 

комбинацией функций Оуэна и Гаусса. При вычислении этих функций величи-

на 

0

с2
N

E
q   
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в (14) и (18) представляет собой квадратный корень из отношения максималь-

ной энергии сигнала к спектральной плотности АБГШ [8]. 

Выражения могут быть использованы при известных геометрических 

характеристиках точек анализируемого созвездия и границ ОПР решений. В 

качестве исходных данных используются: координаты точек СКК; количество и 

вид (отрезок или луч) границ ОПР по каждой из областей; координаты точек, 

являющихся концами соответствующих лучей и отрезков; номера соседних 

точек, для каждой из областей.  

 

Формализация правил определения границ областей принятия решений 

по критерию максимального правдоподобия 

В известной литературе описания полной последовательности правил 

нахождения границ ОПР, позволяющих решать данную задачу с использовани-

ем ЭВМ отсутствуют. В [8] предложен подход, позволяющий определять точки, 

являющиеся углами ОПР для точки m , как точки пересечения серединных пер-

пендикуляров треугольников, образованных на основе точки m  и еще двух то-

чек созвездия, находящихся с ней рядом. Два примера использования данного 

способ при нахождении ОПР для точки с номером 24m  созвездия 64-КАМ 

стандарта MIL-STD-188-110 приведены на рис. 8. Как следует из рис. 8, а, дан-

ный способ дает правильный результат, если рассматривать треугольники, об-

разованные на основе точек с номерами 16 , 24 , 25  и 16 , 24 , 25 , однако, на 

рис. 8, б, треугольник образован на основе точек 8 , 16 , 24 , при этом точка пе-

ресечения серединных перпендикуляров вообще не лежит на границе ОПР. Та-

ким образом для решения задачи нахождения границ ОПР правил, приведенных 

в [8], не достаточно. Поэтому рассмотрим предлагаемое решение данной зада-

чи, также базирующееся на правилах аналитической геометрии. 

 
 

а 

8 

24 

25 

б 

8 

24 

25 

16 

16 

 
Рис. 8 Нахождение угловых точек ОПР, как точек пересечения серединных 

перпендикуляров треугольников 

 

Пусть в системе прямоугольных декартовых координат заданы координа-

ты M  точек сигнального созвездия – амплитуды синфазной и квадратурной 

компонент сигнала: 

mx  и my , где 1,...,0  Mm .   (20) 

Рассмотрим одну из этих точек – точку m . Граница между этой точкой и 

любой другой точкой созвездия mn  , представляет собой прямую линию, яв-
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ляющуюся геометрическим местом точек, равноудаленных от точек m  и n , она 

перпендикулярна отрезку, соединяющему точки m  и n , и проходит через его 

середину. Уравнение этой линии имеет вид: 

    022 2222  nmnmmnmn xxyyyyyxxx . (21) 

Кроме этих двух точек m  и n  в созвездии имеется еще 2M , точки, с 

номерами nmr  . Для каждой из точек с номером r  и точки m  также суще-

ствует разделяющая линия, определяемая уравнением: 

    022 2222  rmrmmrmr xxyyyyyxxx . (22) 

Линия (21), разделяющая точки m  и n , может пересекаться или не пере-

секаться с любой из линий (22), разделяющих точки m  и r , при этом точка пе-

ресечения линии (21) с каждой из линий (22) с координатами: 

     
     







mrnnmrrnm

nmrrrnmm
rnm

yyxyyxyyx

yyxyyyxy
x

2222

,,
2

1
 

  
     

,
2

1
22

mrnnmrrnm

mrnn

yyxyyxyyx

yyxy




   (23) 

     
     







mrnnmrrnm

nmrrrnmm
rnm

xxyxxyxxy

xxxyxxxy
y

2222

,,
2

1
 

  
     mrnnmrrnm

mrnn

xxyxxyxxy

xxxy






22

2

1
, (24) 

может оказаться концом одной из границ области m , а линия (21), соответ-

ственно, может оказаться частью отрезка или луча, разделяющего точки m  и n , 

при этом сами точки будут иметь общую границу.  

Условием существования точки пересечения является неравенство нулю 

знаменателей в выражениях (23) и (24) 

      0 mrnnmrrnm yyxyyxyyx , 

      0 mrnnmrrnm xxyxxyxxy ,   (25) 

так как в противном случае линии (21) и (22) параллельны. 

Для того чтобы точка с координатами rnmx ,,  и rnmy ,,  могла считаться 

концом разделяющего отрезка, или луча, эта точка и центр области m  с коор-

динатами mx  и my  должны лежать по одну сторону относительно прямой, или 

на прямой, разделяющей точку m  с любой другой из точек созвездия. Это мож-

но проверить, определяя знак уравнения (22) при подстановке в него координат 

rnmx ,,  и rnmy ,, . При этом для всех линий разделяющих точку m  с точками под 

номерами rnmv   должно выполняться условие: 

    022 2
,,

22
,,

2  vmvrnmmvmvrnmm xxxxxyyyyy ,   (26) 

rnmv  , 

поскольку при подстановке в уравнение разделяющей линии (21) или (22) ко-

ординат самой точки m , получаем отрицательное значение. 
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Последовательно выполняя вышеперечисленные операции для всех точек 

созвездия 1,...,0  Mm  можно выявить для каждой точки m  перечень всех то-

чек n , потенциально имеющих общую границу с m , и для каждой из точек n , 

линии (21), проходящие через эту границу.  

С использованием (23) и (24) находятся координаты точек, определяю-

щих концы границ между ОПР точек m  и n . Если таких точек две, то граница 

представляет собой отрезок, а если одна, то луч или вырождается в точку.  

Рассматривая каждый из концов границы ОПР, отметит, что возможны 

случаи, подобные случаю показанному на рис. 9, когда в одной и той же точке, 

пересекаются несколько линий, разделяющих точку m  и различные точки с но-

мерами mnr  , которые в данном случае находятся на одинаковом расстоянии 

от точки пересечения.  

На рис. 9, а показан случай, когда линия, разделяющая точки m  и n  

(сплошная) пересекается в одной точке A  с линиями (штриховыми), разделяю-

щими точку m  и точки 1r  и 2r , а также с линией (штрих-пунктирной), разделя-

ющей точки m  и 3r . При этом, одна из линий, разделяющих точки m  и kr , 

1k , так же, как и линия, разделяющая точки m  и n , является частью отрезка, 

или луча, ограничивающего ОПР точки m . Выявить эту линию и соответству-

ющую ей точку kr  можно определив расстояния между точкой m  и линией, 

разделяющей ее с каждой из точек kr  

   22

2

1
kk rmrmk yyxxd  , 1k . (27) 

Искомой линии соответствует минимальное из этих расстояний, при этом 

обе границы ОПР точек m , n  и точек m , r  имеют общую точку A .  

Таким образом, для заданной точки m  путем последовательного перебора 

всех точек с номерами mn  , для которых выполняются условия (25) и (26) 

можно выявить номер единственной точки r , ОПР которой примыкает к ОПР 

точек m  и n , границы этих трех ОПР имеют общую точку, и могут являться 

частями отрезков или лучей, ограничивающих ОПР точки m . 

Следует отметить, что для заданных точек m  и n  условия (25) и (26) вы-

полняются также и в случае, если граница между их ОПР представляет собой 

единственную точку. Пример такого случая приведен на рис. 10, а. Сплошная 

линия на рисунке разделяет точки m  и n , а штрих-пунктирная и штриховые 

разделяют точку m  и точки 1r  и 2r , 3r  соответственно. Так же, как и в преды-

дущем случае, из множества kr , 1k  выявить номер единственной точки r , 

ОПР которой имеет общую границу с ОПР точки m  можно измеряя и сравни-

вая расстояния (27). Однако в данном случае ОПР точек m  и n  общей границы 

в виде отрезка или луча не имеют, поэтому, в отличие от случая, проиллюстри-

рованного рис. 9, а, точка n  в перечень точек, имеющих общую границу с точ-

кой m  входить не должна. 
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Рис. 9. Пример случая, когда линию, разделяющую точки m  и n  пересекают 

в одной точке несколько линий, разделяющих точку m  и точки kr  
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Рис. 10. Пример случая, когда граница между ОПР точек m  и n  

представляет собой точку 

 

Исключить из дальнейшего рассмотрения случаи, когда граница ОПР то-

чек m  и n  представляет собой точку можно на основе анализа результатов по-

следовательного перебора всех точек с номерами mn  , для которых выполня-

ются условия (25) и (26). В процессе такого перебора в качестве точки n  после-

довательно рассматриваются все точки, ранее обозначавшиеся номерами kr . 

При этом, как видно из рис. 9, б, на котором в качестве точки n  рассматривает-

ся точка, ранее обозначенная на рис. 9, а, как 3r , в результате анализа расстоя-

ний от точки m  до точек kr  в качестве точек, ОПР которых образуют общую 

границу с ОПР точки m  будет выбрана та же пара точек, что и в ситуации, по-

казанной на рис. 9, а. Из рис. 10, б, видно, что если в качестве точки n  рассмат-

ривать точку, обозначенную на рис 10, а, как 1r , то пара точек, выбранных в си-

туациях показанных на рис. 10, а и 10, б не совпадет. 

В результате решения задачи нахождения единственной точки с ОПР 

примыкающей к ОПР точек m  и n  для заданной точки m  определяются не-
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сколько точек с номерами n  которым соответствуют несколько точек номерами 

r  (по одному на каждую n , в случае, если граница между m  и n  точка или луч 

и по два на n , если граница отрезок). При этом в точку вырождаются границы 

ОПР точки m  с границами ОПР точек n , номера которых в перечне точек с но-

мерами r  отсутствуют. Данные точки из дальнейшего анализа исключаются. 

Рассмотренные правила и соотношения позволяют формализовать после-

довательность нахождения границ ОПР в сигнальном пространстве.  

 

Алгоритм численного расчета вероятности ошибочного приема бита  

На основе предложенной формализации правил определения границ ОПР 

и правил представления вероятностей попадания случайной точки в эти обла-

сти в виде суммы вероятностей попадания в области, ограниченные лучом и 

отрезком разработан алгоритм численного расчета вероятности ошибочного 

бита при когерентном приеме равновероятных сигналов с двумерными СКК. 

Рассмотрим основные этапы этого алгоритма. 

Исходными данными для определения границ ОПР в сигнальном созвез-

дии является количество точек в созвездии M , а также номера точек созвездия 

1,...,0  Mm , и их координаты mx  и my . 

1. Для каждой точки с номером Mm 0  выявляются номера точек 
mn  , ОПР которых имеют общую границу с ОПР точки m . Выявление таких 

точек осуществляется в следующей последовательности. 

1.1. При заданном номере точки m  последовательно считываются коор-

динаты каждой точки с номером Mmn 0  для предварительной оценки 

возможности наличия между ОПР точек m  и n  общей границы. 

1.1.1. При заданном номере точки n  последовательно считываются 

координаты каждой точки с номером Mmnr 0 . 

1.1.1.1. Для выбранной точки r  проверяется условие (25) наличия 

точки пересечения прямых, определяемых уравнениями (21) и (22). При невы-

полнении условия (25) считываются координаты следующей точки r . 

1.1.1.2. Для точки с номером r , для которой выполняется условие 

(21), в соответствии с выражениями (23) и (24) рассчитываются координаты 

rnmx ,, , rnmy ,,  точки пересечения прямых (21) и (22), последовательно считыва-

ются координаты точек с номерами Mmnrv 0  и проверяется выпол-

нение условия (26). 

1.1.1.3. Номер точки r  и координаты rnmx ,, , rnmy ,, , определенные 

на этапе 1.1.1.2 сохраняются для дальнейшего анализа если условие (26) вы-

полняется для всех точек с номерами v  и не сохраняются в противном случае. 

1.1.2. Для заданной точки n  определяется количество j , номера r  и 

координаты rnmx ,, , rnmy ,,  точек, для которых выполняются условия (25) и (26).  

1.2. При заданном номере точки m  для каждой точки с номером 

Mmn 0  последовательно анализируются результаты, полученные на эта-

пе 1.1, для определения формы (отрезок, луч или точка) общей границы между 

ОПР точек m  и n , при ее наличии ( 0j ). 



 
Системы управления, связи и безопасности  №3. 2021 

 Systems of Control, Communication and Security ISSN 2410-9916 
 

 

 
DOI: 10.24412/2410-9916-2021-3-1-37 

 
 

URL: http://sccs.intelgr.com/archive/2021-03/01-Petrov.pdf 
 

20 

1.2.1. Если при заданной точке n  только для одной точки r  выполня-

ются условия (25) и (26) ( 1j ), то граница между заданной точкой и точкой m  

однозначно представляет собой луч с концом в точке rnmx ,, , rnmy ,, , а если эти 

условия выполняются для нескольких точек с номерами Mmnr 0 , 

( 1j ), то проводится уточнение формы границы, которое включает следующие 

шаги. 

1.2.2. Для каждой точки r  осуществляется последовательное сравне-

ние координат rnmx ,, , rnmy ,,  точки пересечения линии (22), разделяющей точки 

r  и m , с линией (21), разделяющей точки n  и m .  

1.2.2.1. При совпадении координат rnmx ,, , rnmy ,,  для нескольких 

точек с номерами r , на основе расчета и сравнения расстояний между ними и 

точкой m , определяемых выражением (27), сохраняется та из точек с номером 

r , которая ближе к точке m . 

1.2.2.2. Для точек с номерами r , у которых одна из координат rnmx ,,  

или rnmy ,,  не совпадает выполнение шага 1.2.2.1 осуществляется по отдельности. 

1.2.3. Запоминаются выявленные в результате выполнения этапов 1.2.1 

и 1.2.2 для каждой точки n  количество концов (один или два) границы, отделяю-

щей ОПР этой точки от ОПР точки m , и номера точек r , определяющие коорди-

наты rnmx ,, , rnmy ,,  этих концов, или признак отсутствия общей границы. 

1.3. При заданном номере точки m  из перечня, выявленных на этапе 1.2, 

точек n , ОПР которых имеют общую границу с ОПР точки m , исключаются те, 

для которых граница вырождается в точку. 

Результатом первого этапа алгоритма является сформированный для каж-

дой точки m  созвездия перечень точек, n  ОПР которых имеют общую границу 

с точкой, m , количество концов каждой из границ, определяющих ее вид (отре-

зок или луч) и координаты концов, а также номера точек r , границы ОПР кото-

рых имеют общую точку с границами ОПР точек m  и n . 

Эти результаты являются исходными данными для второй части алго-

ритма, обеспечивающей вычисление условных вероятностей  kmp  регистра-

ции символа с номером m  вместо символа с номером k . Рассмотрим основные 

этапы данного алгоритма. 

2. При заданном значении k  считываются параметры ОПР для точки m , и 

последовательно для каждой из границ ОПР точки m  выполняются следующие 

операции. 

2.1. Определение вида границы (луч или отрезок). 

2.1.1. В случае если граница представляет собой отрезок, вероятность 

попадания в ограниченную им область определяется в соответствии с выраже-

нием (14), а аргументы функции Оуэна вычисляются в соответствии с выраже-

ниями (11) – (13). 

2.1.2. Если граница представляет собой луч, то вычисление вероятно-

сти осуществляется в соответствии с выражением (18), а аргументы функций 

Оуэна и Гаусса вычисляются в соответствии с выражениями (13) и (19). 
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2.2. Результаты расчета для каждой отдельной границы суммируются с 

учетом знака перед вероятностями в соответствии с выражением (8). 

Полученные на втором этапе условные вероятности используются на за-

вершающем этапе для расчета средней по равновероятным символам вероятно-

сти ошибочного приема бита. 

3. Окончательный этап заключается в расчете средней вероятности оши-

бочного приема бита в соответствии с выражением (1). 

Данный алгоритм реализован в системе Mathcad 15 и использовался для 

расчетов вероятности ошибочного приема бита КАМ сигналов стандарта MIL-

STD-188-110 на фоне сигналоподобных помех. 

 

Результаты расчета вероятностей ошибочного приема бита 

М-КАМ сигналов стандарта MIL-STD-188-110 на фоне СПП 

Алгоритм определения границ ОПР, реализованный в системе Mathcad-

15, с использованием приведенных соотношений позволил получить разбиение 

сигнального пространства на ОПР для СКК КАМ сигналов стандарта MIL-STD-

188-110. В качестве исходных данных использовались координаты точек сиг-

нальных созвездий КАМ сигналов данного стандарта с количеством символов 

M  равным 16, 32, 64, 256 [5-8]. Созвездия и геометрические соотношения 

между точками, при максимальной амплитуде сигналов равной единице, пред-

ставлены на рис. 11, а в таблице 2 приведены значения пик-фактора сигнала с  

и параметра  , равного половине минимального Евклидова расстояния между 

точками СКК mind . Номерам точек соответствуют последовательности битов, 

получаемые с помощью простого двоичного кода. 

Полученные с использованием разработанного алгоритма разбиения сиг-

нального пространства на ОПР показаны на рис. 12. При 16M  и 32M  по-

лученные разбиения совпадают с приведенными в [8], что подтверждает досто-

верность полученных результатов. 

Вероятности bp  на фоне различных видов СПП рассчитывались на осно-

ве полученных разбиений (см. рис. 12), представления вероятностей попадания 

в ОПР, в соответствии с предложенными соотношениями, в виде сумм функций 

 ah,T  и  hQ , и замены этих функций интегралами  ah,T  и  hQ , (знак   

обозначает вид СПП), полученными в [9]. Интеграл  ah,T  для СПП определя-

ется соотношением: 

     .,
2

1
, ahhah   UQT    (28) 

Возможность такой замены как в [9], так и в данном случае обусловлена 

тем, что оценка помехоустойчивости сигнала с заданной мощностью сP  проводи-

лась в отсутствие шумов, а только на фоне СПП с заданной мощностью пP . При 

этом результат воздействия такой помехи на сигнальной плоскости интерпретиру-

ется как вектор, с началом в точке, соответствующей какой-либо из точек сиг-

нального созвездия. Конец вектора помехи представляет собой случайную точку 

на плоскости.  
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Рис. 11. Созвездия М-КАМ сигналов стандарта MIL-STD-188-110 
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Рис. 12. Разбиение сигнального пространства М-КАМ сигналов стандарта  

MIL-STD-188-110 на области принятия решений 

 

Для всех видов СПП, рассмотренных в [9], плотность распределения данной 

точки  yxw ,  не является нормальной, но обладает свойством круговой симмет-

рии (линии постоянного уровня плотности распределения представляют собой 

концентрические окружности, центр которых лежит в центре распределения, т.е. 

совпадает с сигнальной точкой созвездия). Аналогичным свойством обладает 

двумерная гауссова плотность распределения, которая используется для нахожде-

ния функций Оуэна и Гаусса. Данное свойство позволяет использовать интегралы 

с такими же пределами интегрирования, которые используются при нахождении 

функций Оуэна и Гаусса, но вместо гауссовых плотностей распределения инте-

грировать плотности распределения, определяемые структурами СПП. При этом 

интегралы не будут зависеть от поворота системы координат относительно центра 
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распределения. Это общее свойство интегралов от плотностей распределения, об-

ладающих круговой симметрией, может быть использовано как при оценке поме-

хоустойчивости сигналов на фоне АБГШ, так и на фоне СПП. Поскольку соотно-

шение длин векторов сигнала и СПП на сигнальной плоскости зависит от соотно-

шения мощностей помехи и сигнала, то и аргументы функций  ah,T  и  hQ  в 

случае СПП определяются соотношениями мощностей СПП и сигнала. Приведем 

рассмотренные в [9] виды СПП и соответствующие им аналитические выражения 

для расчета интегралов  ah,T  и  hQ . 

Гармоническая помеха (ГП) – синусоидальное колебание с постоянной ча-

стотой, равной частоте сигнала и равномерно распределенной начальной фазой. 

Для ГП: 
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Фазоманипулированная помеха (ФМП) – последовательность радиоим-

пульсов с частотой высокочастотного (ВЧ) заполнения равной частоте сигнала, 

длительности радиоимпульсов помехи пT  совпадают с длительностями такто-

вых интервалов сигнала сT , начальная ВЧ заполнения от импульса к импульсу 

равновероятно принимает значение из интервала от 0 , до 2 , при этом момен-

ты начала (окончания) очередного радиоимпульса помехи не совпадают с так-

товыми моментами сигнала. Для ФМП: 
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(30) 

где  zwccbba ,;,;,,2 F  – функция Аппеля [16]. 

Хаотическая импульсная помеха с экспоненциальным распределением 

длительностей радиоимпульсов (ХИП-эксп) – отличается от ФМП тем, что дли-

тельности радиоимпульсов помехи пT  от импульса к импульсу изменяются по 

экспоненциальному закону, с заданным средним значением пT .  

Для ХИП-эксп: 
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 (34) 

где  zcba ;;,12 F  – гипергеометрическая функция [16]. 

Хаотическая импульсная помеха с постоянной длительностью радиоим-

пульсов (ХИП-пост) – отличается от ФМП тем, что длительности радиоимпуль-

сов помехи пT  постоянны, но не равны длительностям тактовых интервалов 

сигнала сT . Для ХИП-пост: 

при пс TT  : 
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где  xJ s  функция Бесселя порядка s  [17], 
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где  kK  – полный эллиптический интеграл [16], 
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Хаотическая импульсная помеха с кратной длительностью радиоимпульсов 

(ХИП-крат) – отличается от ХИП-пост тем, что длительности радиоимпульсов по-
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На рис. 13 и рис. 14 сплошными линиями изображены зависимости bp  в 

канале стандарта MIL-STD-188-110 от отношения мощности помехи к мощности 

сигнала (отношения помеха/сигнал) для случая воздействия на КПИ ГП и ФМП.  
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Рис. 13. Зависимости вероятности ошибочного приема бита сигналов  

16-КАМ и 32-КАМ от отношения помеха/сигнал 
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Рис. 14. Зависимости вероятности ошибочного приема бита сигналов  

64-КАМ и 256-КАМ от отношения помеха/сигнал 

 

Величина q  в аргументе dqh   функций  ah,T  и  hQ  в расчетах, при 

заданном отношении средних мощностей определялись 
п

с

п

с

P

P
q




 , где 

2п   – пик-фактор помехи, а при заданном отношении пиковых мощностей 

как 
maxп

maxс

P

P
q  . На этих же рисунках штриховыми линиями изображены анало-

гичные зависимости, но для сигналов М-КАМ с квадратными СКК, с таким же 

количеством сигнальных точек, как и у сигналов MIL-STD-188-110, за 

исключением случая 32M , так как М-КАМ сигнала с квадратным созвездием и 

таким количеством точек не существует. 
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Зависимости для М-КАМ сигнала с квадратным созвездием рассчитаны с 

использованием полученного в [16] аналитического выражения: 
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с заменой в нем функции Гаусса на  hQ , а также с учетом того, что для М-

КАМ сигнала с квадратным созвездием минимальное Евклидово расстояние и 

пик-фактор определяются выражениями: 
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Как видно из приведенных на рис. 13 и рис. 14 зависимостей, для всех 

вариантов СКК, вероятность ошибочного приема бита на фоне СПП при заданном 

отношении средних мощностей помехи и сигнала у сигналов стандарта  

MIL-STD-188-110 и М-КАМ сигналов с квадратной СКК примерно одинакова. 

Поэтому при приближенной оценке помехоустойчивости сигналов стандарта 

MIL-STD-188-110 можно использовать компактные аналитические соотношения, 

применяемые для оценки вероятности ошибочного приема бита М-КАМ сигналов 

с квадратной СКК, за исключением сигналов с 32M , поскольку с таким 

количеством символов сигналов с квадратными СКК не существует. При 

заданном отношении пиковых мощностей помехи и сигнала видно, что 

помехоустойчивость КАМ сигнала стандарта MIL-STD-188-110 выше, чем КАМ 

сигнала с квадратной СКК, при этом для достижения примерно таких же значений 

вероятности ошибочного приема бита у сигналов стандарта MIL-STD-188-110 как 

у КАМ сигнала с квадратной СКК требуется увеличение пиковой мощности 

помехи более, чем на 20%, при 16M , более чем на 35%, при 64M , и более 

чем на 43%, при 256M . Также зависимости bp  от отношения помеха/сигнал на 

фоне ГП (наличие локальных максимумов и минимумов) показывают, что 

принцип соответствия большему расстоянию Хэмминга большего расстояния 

Евклида для при отображении кодовых символов в сигнальные точки в полной 

мере не выполняется для сигналов обоих стандартов. 

На рис. 15 и рис. 16 показаны зависимости вероятности ошибочного приема 

бита в каналах с М-КАМ стандарта MIL-STD-188-110 под воздействием ХИП 

различными длительностями радиоимпульса от отношения длительности 

радиоимпульса помехи пT  (средней пT  для ХИП-эксп) к длительности тактового 

интервала сигнала при заданном отношении сигнал/помеха по средней мощности 
2q . Сплошными линиями обозначено воздействие ХИП-эксп, штриховыми 

линиями воздействие ХИП-пост, на которых точками показаны значения 

вероятностей ошибок для случаев, когда длительности тактовых интервалов 

сигнала и помехи находятся в кратном соотношении. 
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Рис. 15. Зависимости вероятностей ошибочного приема бита сигналов 16-КАМ 

и 32-КАМ от отношения длительности радиоимпульса помехи к длительности 

тактового интервала сигнала под воздействием ХИП с различной длительно-

стью радиоимпульса при заданном отношении сигнал/помеха 
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Рис. 16. Зависимости вероятностей ошибочного приема бита сигналов 64-КАМ 

и 256-КАМ от отношения длительности радиоимпульса помехи к длительности 

тактового интервала сигнала под воздействием ХИП с различной 

длительностью радиоимпульса при заданном отношении сигнал/помеха 
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Из полученных зависимостей на рис. 15 и рис. 16 видно увеличение сте-

пени мешающего воздействия как ХИП-эксп, так и ХИП-пост с увеличением 

длительности радиоимпульса помехи. С уменьшением длительности радиоим-

пульса при воздействии ХИП-пост до значений меньших длительности такто-

вого интервала сигнала ее мешающее воздействие резко уменьшается, и более 

плавно это снижение происходит, если помеха представляет собой ХИП-эксп. 

При этом приближенная оценка помехоустойчивости КПИ под воздействием 

ХИП-пост может проводиться с использованием более простых соотношений, 

полученных для помехи ХИП-крат. 

 

Выводы 

Разработан алгоритм численного расчета вероятности ошибочного прие-

ма бита при когерентном приеме равновероятных сигналов с двумерными СКК, 

на основе формализации правил, определения границ ОПР и правил представ-

ления вероятностей попадания случайной точки в эти области в виде суммы ве-

роятностей попадания в области, ограниченные лучом или отрезком. 

В отличие от известных алгоритмов расчета вероятности ошибочного 

приема бита в каналах с двумерными СКК под воздействием помех предлагае-

мый алгоритм реализует разбиение пространства сигналов на ОПР, что позво-

ляет использовать его для расчетов в случаях, когда такое разбиение заранее 

неизвестно; при представлении вероятности попадания случайной точки, в 

многоугольник, окружающий заданную точку СКК, в виде вероятностей попа-

дания в области, ограниченные отрезком и лучом, разработанный алгоритм ис-

пользует информацию о координатах соседних с рассматриваемой областью 

точек СКК, что существенно упрощает вычисление условных вероятностей 

ошибок. 

Разработанный алгоритм численного расчета вероятности ошибочного 

приема бита при когерентном приеме сигналов с двумерными СКК является 

универсальным и может быть применен для анализа помехоустойчивости кана-

лов с двумерными СКК произвольной конфигурации. В качестве примера ис-

пользования алгоритма проведен расчет вероятности ошибочного приема бита 

для частного случая двумерной СКК (КАМ сигналов стандарта MIL-STD-188-

110), при этом проведен расчет ОПР, вероятности попадания случайной точки в 

ОПР представлены в виде сумм вероятностей попадания случайной точки в об-

ласти, ограниченные отрезком и лучом, рассчитаны зависимости вероятности 

ошибочного приема бита на фоне СПП от параметров сигналов и помех. 

Полученные результаты могут быть использованы для оценки помехо-

устойчивости сигналов с двумерными СКК произвольной конфигурации, 

например СКК, предложенных в работах [17, 18], в интересах проведения срав-

нительного анализа разных вариантов СКК на фоне заданной СПП, или для 

оценки степени мешающего воздействия различных СПП на СКК заданной 

конфигурации. Не исключена возможность использования разработанного ал-

горитма для разработки новых вариантов двумерных СКК, с повышенной по-

мехоустойчивостью на фоне заданной помехи. 
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An Algorithm for Computing the Bit-Error Rate in Data Transmission Channels 

Using Two-Dimensional Signal-Code Constructions 

in the Presence of Signal-Like Jamming 

 

A. V. Petrov, V. V. Mikhalev, A. A. Klyuev 
 

Problem statement. When estimating the anti-jamming robustness of data transmission 

channels (DTCs) under signal-like jamming (SLJ) environment a signal space is partitioned into 

decision regions (DR) for each variant of a signal in order to compute the bit-error rate (BER) in 

DTCs using two-dimensional signal-code constructions (2DSCC). Additionally, conditional 

probabilities of random points to fall within DRs are calculated. If a decision is made with the help 

of the maximum-likelihood criterion the boundaries of DRs are composed of straight line segments 

and (or) half rays while probabilities of falling within a DR can be represented as sums of 

probabilities of falling within space regions bounded by a half ray or line segment. If DR 

configurations are complex it is advisable to present computations in the form of an algorithm and 

implement it on a PC. The aim of the work is to develop an algorithm for the BER computation in 

case of coherent reception of equiprobable 2DSCC signals based on formalization of rules for 

determination of DR boundaries and rules for representation of probabilities of a random point to 

fall within DRs as a sum of probabilities of falling within regions bounded by a half ray or segment. 

Methods used. The rules for partitioning the two-dimensional signal space into DRs were defined 

based on a geometric interpretation of interaction of signals and SLJ in a coherent demodulator as 

well as the optimal signal reception and analytical geometry methods. When evaluating the 

probabilities of random variables to fall within DRs the integrals were used of distribution densities 

of SLJ vectors on a signal plane taken in the previous works. Novelty. The algorithm can be used 

when the partition of a signal space into DRs is unknown in advance. In representation of the 

probability of a random point to fall within a DR as probabilities of falling within DRs bounded by 

a segment or half ray the algorithm uses the information about coordinates of adjacent SCC points 

thus significantly simplifying the computation of the conditional probabilities of errors. Result. The 

algorithm is universal and can be used to analyze the anti-jamming robustness of channels using 

two-dimensional signal-code constructions of arbitrary configuration. Practical significance. The 

results can be used to compare different variants of SLJs for a given SCC configuration or to 

elaborate new variants of 2D SCCs with the increased anti-jamming robustness against 

preassigned jamming. 

 

Keywords: quadrature amplitude manipulation, bit error rate, Owen function, Gaussian 

function, signal-like jamming. 
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