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УДК 671.372.542 

 

Линейная минимаксная интерполяция 

стационарного случайного процесса 

с интервальными параметрами 

 

Сидоров И. Г., Левин В. И.  
 

Актуальность. В статье рассмотрены существующие подходы к актуальной задаче мини-

максного сглаживания стационарного случайного процесса в условиях, когда наблюдаемый процесс 

является аддитивной смесью взаимно некоррелированных полезной составляющей и помехи, о спек-

тральных плотностях которых имеется частичная информация в форме интервальных изменений 

их значений, а также их интервальные моментные неравенства, структурно содержащие одинако-

вые по абсолютной величине, небольшие симметричные отклонения неопределенности от заданных 

границ своих интервальных ограничений, которым они удовлетворяют. Дана точная постановка 

интервальной задачи линейного минимаксного сглаживания стационарного случайного процесса в 

условиях существования согласованной седловой точки интервальной согласованной функции Ла-

гранжа. Цель статьи. Целью является изложение идеи решения задачи линейного минимаксного 

сглаживания стационарного случайного процесса с учетом интервальных моментных ограничений, 

которым удовлетворяют эти параметры. Метод. На базе предложенной идеи сформулирован и 

обоснован метод детерминизации, позволяющий решить задачу линейной минимаксной интерполя-

ции при интервальной неопределенности параметров путем ее сведения к двум полностью опреде-

ленным задачам оптимизации того же типа. Новизна. Сформулирована и доказана теорема, опре-

деляющая необходимое и достаточное условие существования решения выпуклой задачи линейной 

минимаксной интерполяции при интервальной неопределенности параметров в условиях существо-

вания согласованной седловой точки интервальной согласованной функции Лагранжа. Результат. 

Построен 4-шаговый алгоритм решения задачи линейного минимаксного сглаживания стационарно-

го случайного процесса при интервальной неопределенности параметров путем ее сведения к двум 

полностью определенным задачам оптимизации того же типа. Используемый детерминизационный 

подход сводит решение игры с недетерминированными параметрами интервального типа к реше-

нию двух граничных игр с детерминированными стратегиями и функциями выигрыша с использова-

нием аппарата интервальной арифметики в условиях существования согласованной седловой точки 

интервальной согласованной функции Лагранжа. Дается пример, иллюстрирующий предлагаемый 

метод анализа. 

 

Ключевые слова: седловая точка, шум, некоррелированный, спектральная плотность, метод 

детерминизации, минимаксная интерполяция, стационарный, функция Лагранжа, интервальные па-

раметры, интервальные моментные ограничения, граничные игры, интервальная арифметика, вы-

пуклый, 4-шаговый алгоритм. 

 

Введение 

Задача минимаксной фильтрации и интерполяции стационарного случайно-
го процесса с непрерывным и дискретным временем поставлена и решена 
О.М. Куркиным [1, 2]. Задача синтеза минимакс-робастной частотной характери-
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стики интерполятора, построенного по результатам наблюдения на интервале 

времени ( ),−∞ +∞  в случае нечетко интервальной спектральной плотности воз-

мущения для стационарных случайных процессов исследовалась в работах 
[3-12]. М. Taniguchi [6] был первым кто исследовал проблему минимаксной ин-
терполяции. Для моделирования «ε -загрязненной» стационарной последователь-
ности он разработал минимакс-робастный интерполятор для пропущенных 
наблюдений в одной точке. S. Kassam [8] установил связь этой проблемы с про-
блемой тестирования гипотезы. Он изучил проблему модели «полоски» стаци-
онарных последовательностей. Эта модель включает в себя «ε -загрязненную» 
модель как частный случай. J. Franke [9] исследовал проблему минимаксной 
интерполяции с одним пропущенным наблюдением и экстраполяцию на один 
шаг для коррелированных последовательностей. Несколько результатов было 
получено M. Moklyachuk и O. Masyutka в работе [4], в которой была решена 
задача линейной минимакс-робастной интерполяции линейных функционалов 
для пропущенных значений стандартной векторной стационарной случайной 
последовательности с ортогональными значениями конечного ранга. Ими бы-
ло показано, что максимальную среднеквадратическую ошибку в оценке ли-
нейных функционалов дает модель скользящего среднего первого порядка. 

В данной статье рассматривается задача линейной интерполяции процесса, 
когда спектральные интервальные плотности ошибок измерения сигнала удовле-
творяют моментным условиям и известным априорным ограничениям в форме 
вещественно неотрицательно-определенных симметричных интервалов по отно-
шению к заданным границам своих ограничений требуемой ширины. Рассматри-
вается интервальная гарантирующая оценка, под которой понимается наилучшая 
оценка параметров полезного сигнала в смысле минимума среднеквадратической 
ошибки при наихудшем поведении ошибок измерений и возмущений с интер-
вальными спектральными плотностям, принадлежащим соответственно парамет-
рическим множествам нечеткости неотрицательно определенных спектральных 
плотностей. 

Основная проблема в этих условиях связана с робастной параметрической 

(интервальной) минимаксной интерполяцией по отношению к неизвестной 
спектральной плотности полезного сигнала и неизвестной спектральной плот-
ности помехи измерений, присутствующей в модели измерений системы в виде 
параметрической интервальной неопределенности на базе используемого в ста-
тье детерминизационного подхода к оптимизации в условиях интервальной не-
определенности параметров. 

Решение проблемы сводится к решению двух полностью определенных за-
дач условной оптимизации того же вида [14-16]. При этом используется матема-
тическая теория сравнений интервалов, позволяющая заменить сравнение интер-
валов сравнением их нижних и верхних границ и выделить максимальный и ми-
нимальный интервал [14-17, 19, 20]. В статье показано, что линейный минимакс-
ный интервальный интерполятор совпадает с оптимальным линейным интерполя-
тором для объединенных множеств всех нижних (верхних) значений игры, кото-
рые образованы нижними (верхними) значениями детерминированных «точеч-
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ных» игр с интервальными стратегиями игроков и их функциями выигрыша. По-
казано, что оптимальный интервальный интерполятор совпадает c минимаксным 
детерминированным интерполятором в форме согласованной интервальной функ-
ции Лагранжа по ее первой компоненте-искомого интерполятора и второй, спек-
тральной компоненте наихудшего возмущения с регулярной областью допусти-
мых решений ее нижней (верхней) граничной задачи. 

Указанный подход позволяет в конструктивной форме построить 4-
шаговый алгоритм решения интервальной задачи минимаксной интерполяции, ко-
торый реализует метод детерминизации. 
 

1. Постановка задачи 

Для формальной постановки и решения задачи в работе введены обозна-
чения, представленные в таблице 1. 

 
Таблица 1 – Обозначения 

Обозначение Физический и математический смысл обозначения 
t  - время 
( )s tɶ   - полезный сигнал  

y (t)ɶ   - результаты скалярного наблюдения полезного сигнала на интервале вре-
мени ( , )t ∈ − ∞ + ∞  

ξ ( )tɶ  - помеха наблюдения полезного сигнала 

λ  - частота 
( λ )Q  - частотная характеристика линейного преобразования процесса ( )s tɶ  

 q  - параметр, задающий степень девиации реализации неизвестной парамет-
рической спектральной плотности помехи или полезного сигнала от ее 
ожидаемых граничных реализаций 

i  - индекс обозначения помехи (i=1) или полезного сигнала (i=2) cоответ-
ственно 

k  - индекс обозначения k -го моментного ограничения на возмущение поме-
хи  

ℓ  - индекс обозначения ℓ -го моментного ограничения на возмущение сиг-
нала  

(λ )
i

P q,ɶ  - параметрическая спектральная плотность скалярного наблюдения помехи 
(i=1) и полезного сигнала (i = 2) соответственно 

(λ )
i i

H H q= ,ɶ ɶ  - неизвестные составляющие спектральных плотностей помехи (i =1) и по-
лезного сигнала ( i =2) соответственно 

(λ), (λ)
ii

H H  - ожидаемые граничные реализации неизвестных составляющих спек-

тральных плотностей 
i

Hɶ  помехи (i =1) и полезного сигнала (i =2) соот-

ветственно 

(λ)iT  - известные четные составляющие спектральных плотностей помехи (i =1) 
и полезного сигнала (i =2) соответственно 

i
Ξɶ  - интервал нечеткости реализации неизвестных параметрических состав-

ляющих спектральных плотностей помехи (i =1) и полезного сигнала (i =2) 
соответственно 

1 2,Λ Λ  - заданные области сосредоточения интервальных спектральных плотно-
стей возмущений полезного сигнала и помехи соответственно  
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kφ ( λ ) ;

ψ ( λ ) ,
ℓ

 

- заданные четные неотрицательные весовые функции частоты в левых ча-
стях моментных ограничений на возмущения полезного сигнала 
(

11, ...,k n= ) и помехи (
21, . .. , n=ℓ ) соответственно  

λIm  - мнимая часть комплексного переменного λ  

i
mesΛ  - Лебегова мера множества области сосредоточения интервальных спек-

тральных плотностей возмущений помехи полезного сигнала (i =1) и по-
лезного сигнала (i =2) соответственно на вещественной оси λ 0Im =  ча-
стот λ  

kaɶ ,b
ℓ
ɶ  - интервальные параметры в правых частях моментных ограничений на 

возмущения помехи (
11, ...,k n= ) и полезного сигнала (

21, . . . , n=ℓ ) со-

ответственно 
1 2δ , δ
k ℓ

 - малые неотрицательные отклонения в правых частях моментных ограни-
чений на возмущения помехи (

11, ...,k n= ) и полезного сигнала 

(
21, . .. , n=ℓ ) соответственно 

1Ξɶ  - выпуклый слабый компакт допустимых неотрицательно определенных 
спектральных плотностей возмущений помехи  

2Ξɶ  - выпуклый слабый компакт допустимых неотрицательно определенных 
спектральных плотностей возмущений полезного сигнала  

Ξɶ  - декартово произведение выпуклых слабых компактов допустимых неот-
рицательно определенных спектральных плотностей возмущений помехи 
и полезного сигнала 

1 2Ξ × Ξɶ ɶ  

(λ)Gɶ  - интервальная частотная характеристика физически неосуществимого ли-
нейного фильтра (интерполятора)  

(λ), (λ)G G  - граничные реализации интервальной частотной характеристики физиче-

ски неосуществимого линейного фильтра (интерполятора) (λ)Gɶ  

( ), 1,2
i i

I H i=ɶ ɶ  - линейные интервальные функционалы в левых частях моментных огра-
ничений на возмущения помехи и полезного сигнала соответственно 

ℜɶ  
- множество интервальных частотных характеристик (λ )Gɶ  физически 

неосуществимых линейных фильтров (интерполяторов) c действительным 
оригиналами  

1 2( , , )D G H Hɶ ɶ ɶ  - интервальный функционал дисперсии ошибки интерполяции 

1 2

1 2

( , , ),

( , , ) 

D G H H

D G H H

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

 - граничные реализации интервального функционала дисперсии ошибки 
интерполяции 

 (α ,β )   ϒ  

(α ,β )ϒ  

- эквивалентные граничные оценки интервального функционала дисперсии 
ошибки интерполяции в двойственной задаче выпуклого программирова-
ния 

1 2λ
max (λ)vrai f

∈Λ Λ∩
 - существенный максимум функции (λ )f  на множестве 

1 2
Λ Λ∩  

IR  - множество вещественных интервалов, состоящее из всевозможных упо-
рядоченных пар вещественных чисел 

Eɶ  - непустое подмножество произвольной мощности (множество интерваль-
ных стратегий) из множества IR  

 Ωɶ  - интервальная антагонистическая игра двух игроков – исследователя ℜɶ  

и природы Ξɶ  в нормальной форме  

{ ,  ,  }DΩ Ξ= ℜ  - точечная антагонистическая игра двух игроков - исследователя ℜ  и 
природы Ξ  в нормальной форме и функционалом дисперсии ошибки ин-
терполяции D  
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По результатам скалярного наблюдения на интервале времени 

( , )t ∈ −∞ +∞  стационарного случайного процесса  

( ) ( ) ξ( )y t = s t + t ,ɶɶ ɶ  (1.1) 

( ) 0, ξ( ) 0   ξ( ) ( ) 0  ( )s t t = ; t s =    t,  t - ,+τ= ∀ ∈ ∞ ∞ɶ ɶɶ ɶE E E  

требуется оценить линейное преобразование с известной частотной характе-

ристикой (ЧХ) (λ)Q  процесса ( )s tɶ  (λ  – частота), E  – символ математическо-

го ожидания. О спектральных плотностях взаимно некоррелированных стаци-

онарных случайных процессов ξ( )tɶ  и ( )s tɶ  (помехи и полезного сигнала соот-

ветственно) известно лишь, что возможно их представление в виде 

 (λ )= (λ)+ (λ )  =1,2,i i iP q T H q i, ,ɶ ɶ   (1.2) 

где 1 2 1(λ), (λ) ( , )T T L∈ −∞ +∞  – известные четные составляющие спектральных 

плотностей помехи и полезного сигнала соответственно, соответствующие дей-

ствительным процессам, а относительно неизвестной компоненты ( )  iH qλ,ɶ  

известно лишь, что они удовлетворяют условию параметрической интерваль-
ной нечеткости: 

(λ ) (1 ) (λ) + (λ)
i ii

H q q H qH, = −ɶ , (1.3) 

где (λ), (λ)
ii

H H  – известные граничные реализации неизвестных параметри-

ческих составляющих спектральных плотностей (λ ), iH q,ɶ  которые слабо ме-

няются при изменении параметра q , [0,1]q ∈  – параметр, задающий возмож-

0
Gɶ  - оптимальное значение интервальной частотной характеристики физиче-

ски неосуществимого линейного фильтра (интерполятора) – первая ком-
понента интервальной седловой точки  

0 0 0
1 2( , )H H H=ɶ ɶ ɶ  - оптимальное значение интервальных спектральных плотностей возму-

щений помехи и полезного сигнала соответственно - вторая компонента 
интервальной седловой точки 

(α ,β )A = ɶɶ ɶ  - интервальный вектор векторных множителей Лагранжа 
11α = (α , . . . ,α ) ,

n
ɶ ɶ ɶ  

21β=(β ,...,β )n
ɶ ɶ ɶ  

α,β,α,β  - нижние граничные реализации множителей Лагранжа αɶ  

- верхние граничные реализации множителей Лагранжа βɶ  

( , , )F G H Aɶ ɶɶ ɶ  - согласованная интервальная функция Лагранжа 

* * *( , , )G H Aɶ ɶ  - интервальная согласованная седловая точка  

( )n t  - гауссовская помеха 

 - действительное 
i

n - мерное евклидово пространство векторов  

,c d
��

 - вектора из n  - мерного евклидова пространства 
n

R  

1( , )L −∞ +∞  - множество интегрируемых по Лебегу функций, заданных на действи-
тельной прямой 

2 ( )L Λ  - множество интегрируемых по Лебегу вместе с квадратом модуля функ-
ций, заданных на измеримом подмножестве Λ  действительной прямой 
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ную степень девиации реализации (λ ) iH q,ɶ  на ее интервале нечеткости 

[ (λ), (λ)],  
i ii

H HΞ =ɶ (λ ) i iH q, ∈Ξɶ ɶ  от ее ожидаемых  граничных реализаций 

и удовлетворяют заданным моментным условиям: 

1

1 1 1 1 1

1 1

( , ) { (λ, ) 0 | ( )

1
(λ, )φ (λ) λ , 1,..., }

2π
k k

H q H q I H

H q d a k n

λ

Λ

∈Ξ = ≥ =

= ≤ =

ɶ ɶ ɶ ɶɶ

ɶ ɶ
 (1.4) 

1 1(λ, ) 0,   если  λ ;H q Λ= ∉ɶ  

2 2 2 2 2( , ) { (λ, ) 0 | ( )H q H q I Hλ ∈Ξ = ≥ =ɶ ɶ ɶ ɶɶ  

2

2 2

1
(λ, )ψ (λ) λ , 1,..., }

2π
H q d b n

Λ

= ≤ = ℓ ℓ
ɶɶ ℓ , (1.5) 

2 2(λ, ) 0,   если  λ ,H q Λ= ∉ɶ  

где 1 2,Λ Λ  – заданные области сосредоточения интервальных спектральных 

плотностей  возмущений ( ожидаемые полосы частот ) на оси частот положитель-

ной меры, 1 20, 0mes mesΛ Λ> >  заданные функции частоты ,kφ (λ)  ψ (λ),
ℓ

 

удовлетворяющие ограничениям   

,k k k 1

, 2

φ (λ) 0,φ (λ)=φ (-λ) λ ( , ), 0, ( 1, ..., );

ψ (λ) 0,ψ (λ)=ψ (-λ) 0, λ ( , ),b 0,( 1,..., ); [0,1]

ka k n

n q

≥ ∈ −∞ ∞ ≥ =

≥ ≥ ∈ −∞ ∞ ≥ = ∈
ℓ ℓ ℓ ℓ

ɶ

ɶ ℓ
 

а интервальные параметры в правых частях ограничений (1.4), (1.5) представ-
лены в виде симметричных интервалов 

1 1 2 2
k k k k[ δ , δ ], [ δ , δ ]k ka a a b b bκ κ κ κ− + − += =ɶɶ  

с малыми неотрицательными отклонениями 
1 2
k kδ ,δ  соответственно. 

Будем считать далее, что множество спектральных плотностей, заданных в 
виде (1.3) и удовлетворяющих ограничениям (1.4), (1.5) принадлежит выпуклому 

слабому компакту 1 2Ξ = Ξ × Ξɶ ɶ ɶ  – декартовому произведению выпуклых слабых 

компактов допустимых неотрицательно определенных спектральных плотностей 

возмущений помехи и полезного сигнала 1Ξɶ  и 2Ξɶ . Обозначим через ℜɶ  – множе-

ство интервальных частотных характеристик (λ)Gɶ  физически неосуществимых 

линейных фильтров (интерполяторов) c действительным оригиналами  
В условиях малого интервального изменения спектральной плотности воз-

мущения от ее ожидаемого значения естественно рассматривать ее неопределен-
ные составляющие, как интервальные факторы и применять при сглаживании 

наилучшую гарантирующую частотную характеристику (λ)Gɶ  в смысле интер-

вальной дисперсии или интервального функционала ошибки оценивания в виде:  
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λ

2

(

{ (λ ) ( , ) | Im (λ ) λ 0}, (λ )

[ λ ), (λ )].

i tG L e G d G

G G

+

−

∞
ℜ = ∈ −∞ ∞ = =

∞
=

ɶ ɶ ɶɶ
 

0 0 0 0 0 0
1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

( , , ) ( , , ) ( , , )  

, (λ, ) , (λ, ) ,

D G H H D G H H D G H H

G H H q H H q

≤ ≤

∀ ∈ ℜ = ∈ Ξ = ∈ Ξ

ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ
 

2 2
1 2 1 2( , , ) { | (λ ) | (λ , )  | (λ ) (λ ) | (λ , )} λD G H H G P q G Q P q d

+∞

−∞

= + −ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ , 

где интервальный функционал дисперсии ошибки оценивания 1 2( , , )D G H Hɶ ɶ ɶ  

может быть записан в виде интервала:  

1 2 1 2 1 2( , , ) [ ( , , ), ( , , ) ]D G H H D G H H D G H H=ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ . 

Линейные интервальные функционалы ( ), 1, 2i iI H i =ɶ ɶ  в левых частях огра-

ничений (1.4), (1.5) и симметрично-интервальные параметры в правых частях мо-

гут быть записаны в виде:  
1, 2 ,[ ( ), ( )], i

i i i
I I H I H= =ɶ ɶ ɶ  

1 1 2 2
, ,[ ] [ δ , δ ], [ ] [ δ , δ ]k k k k k ka a a a a b b b b bκ κ κ κ κ κκ κ

ɶɶ − + − += = = = . 

В итоге можно записать интервальную задачу линейного минимаксного 
сглаживания в явном интервальном виде:  

1 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 1 2 1 2 1 2

,

( , ) ( , , ) [ ( , , ), ( , , ) ] min sup ( , , ),
G H H

D G H D G H H D G H H D G H H D G H H
∈ℜ ∈Ξ

= = =
ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  (1.6) 

1 1 1 2 2 2[ ( ), ( )] , [ ( ), ( )] ,kI I H I H a I I H I H b= ≤ = ≤
ℓ
ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶɶ  

В качестве требуемой минимаксной интервальной арифметики будем ис-
пользовать полную интервальную арифметику Каухера [13]. В этой арифметике 

максимальным элементом множества IR,  E ⊆ɶ является интервал сɶ , удовле-
творяющий условиям: 

max{ }: (( ) & ( )( )),i i iс e E c E e E e c= ⊂ = ⊂ ∀ ⊂ ≤ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  

а минимальным элементом множества ,  E IR⊂ɶ  является интервал dɶ , такой, 

что: min{ }: (( ) & ( )( )),i i id e E c E e E e d= ⊂ = ⊂ ∀ ⊂ ≥ɶ ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ  

где { [ , ] | , }IR a a a a a R= = ∈ −ɶ  множество вещественных интервалов, состо-

ящее из всевозможных упорядоченных пар вещественных чисел; всякое двух-
элементное подмножество имеет точные верхнюю и нижнюю грани 

sup( , ) [sup( , ),sup( , )],

inf( , ) [inf( , ), inf( , )].

a b a b a b

a b a b a b

=

=

ɶɶ

ɶɶ
 

Будем интерпретировать задачу (1.6) как интервальную антагонистическую 
игру двух игроков исследователя и природы в нормальной форме природы и  ис-

следователя { ,  ,  }DΩ Ξ= ℜɶ ɶ ɶɶ , в которой интервальный функционал выигрыша 
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1 2( , , )D D G H H= ɶɶ ɶ ɶ  определяется соотношением (1.6), пространством интерваль-

ных стратегий первого игрока, стремящегося максимизировать 1 2( , , )D G H Hɶ ɶ ɶ , 

является множество допустимых спектральных интервальных плотностей Ξɶ , а 
пространством интервальных стратегий второго игрока, стремящегося минимизи-
ровать 

1 2( , , )D G H Hɶ ɶ ɶ , является множество допустимых интервальных ЧХ линей-

ных фильтров. Под интервальной игрой { ,  ,  }DΩ Ξ= ℜɶ ɶ ɶɶ  будем понимать сово-

купность всех «точечных» игр { ,  ,  }DΩ Ξ= ℜ  со стратегиями 

1 1 1 2 2 21 2[ ; ], [ ; ]H H H H H H H H∈ = ∈ =ɶ ɶ , [ , ]G G G G∈ =ɶ  и интервальной 

функцией выигрыша из (1.6) 

 

1 1 2

{ ,  ,  }  ( { ,  ,  } |

| , , , ).

def

D D

D D H H H H G G

Ω Ξ Ω Ξɶ ɶ ɶɶ

ɶɶ ɶ ɶ

= ℜ = = ℜ

∈ ∈ ∈ ∈
 (1.7) 

Назовем пару интервальных функций (стратегий игроков) 0 0( , )G Hɶ ɶ , 
0 0 0

1 2( , )H H H=ɶ ɶ ɶ  интервальной седловой точкой в игре { ,  ,  }DΩ Ξ= ℜɶ ɶ ɶɶ , если 
0 0 0 0

1 1 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ,

        , , ,

D G H D G H D G H

G H H

≤ ≤

∀ ∈ℜ ∈Ξ ∈Ξ

ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ
 

где 0 0( , ) m in sup ( , ).
G H

D G H D G H
∈ℜ ∈Ξ

=
ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶ  Если в интервальной игре { ,  ,  }DΩ Ξ= ℜɶ ɶ ɶɶ  

существует седловая точка 0 0 0
1 2( , , )G H Hɶ ɶ ɶ , то  

1 2 1 2
1 2 1 2

, ,

0 0 0
1 2

min max ( , , ) max min ( , , )

( , , ),

G GH H H H
D G H H D G H H

D G H H

∈ℜ ∈ℜ∈Ξ ∈Ξ
= =

=

ɶ ɶɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ
 (1.8) 

а 
0 (λ)Gɶ  является минимаксным интервальным фильтром. Назовем 

0 0
1 2,H Hɶ ɶ  

наименее благоприятными интервальными спектральными плотностями. Тогда, с 
одной стороны,  

1 2

0 0 0 0 0
1 2 1 2 1 2

,
max min ( , , ) min ( , , ) ( , , )

G GH H
D G H H D G H H D G H H

∈ℜ ∈ℜ∈Ξ
= =

ɶ ɶɶ ɶɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  

и минимаксный интервальный фильтр является оптимальным фильтром по от-
ношению к наименее благоприятным интервальным спектральным плотностям 
(настраивается на них). С другой стороны,  

1 2 1 2

0 0 0 0
1 2 1 2 1 2

, ,
min max ( , , ) max ( , , ) ( , , )
G H H H H

D G H H D G H H D G H H
∈ℜ ∈Ξ ∈Ξ

= =
ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ

ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

 
наименее благоприятные спектральные плотности оказываются наихудшими по 

отношению к минимаксному фильтру среди всех возможных 1 2
,H H ∈ Ξɶ ɶ ɶ . Отметим, 

что в подавляющем большинстве минимаксных задач оценивая, включая и сим-
метрично-интервальный случай (во всех интересных с технической точки зрения 
задачах) седловые точки существуют.  
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Сравнение интервалов выполняется по правилу [14-17, 20]: сдвинутый 
вправо (влево) интервал – больший (меньший), совпадающие интервалы равны, 
накрывающие интервалы не сравнимы с накрываемыми. 
Пусть 

1 2
1 2

,
max min ( , , )

GH H
V D G H H

∈ℜ∈Ξ
=  и 

1 2
1 2

,
max min ( , , )

GH H
W D G H H

Ξ ∈ℜ∈
=  

нижнее и верхнее значение “точечной” игры Ω  реализации интервальной игры 

Ωɶ  (1.7). Тогда целью проведения интервальной игры является { ,  ,  }DΩ Ξ= ℜɶ ɶ ɶɶ  

является определение:  
− объединенного множества всех нижних значений игры  

[ , ] [inf{ | , }; sup{ | , }]
def

V V V V G G H H V G G H H= = ∈ ∈ ∈ ∈ɶ ɶɶ ɶ ɶ , (1.9) 

− объединенного множества всех верхних значений игры  

[ , ] [in f{ | , } ; su p { | , } ]
d ef

W W W W G G H H W G G H H= = ∈ ∈ ∈ ∈ɶ ɶɶ ɶ ɶ , (1.10) 

− объединенного множества всех стратегий, на которых достигается 
нижнее значение игры  

( , ) { , ) | ( ) , ( ) ( ( , ) }
d e f

G H G H G G H H D G H V VΞ= ∈ ℜ × ∃ ∈ ∃ ∈ = ∈
⌢

ɶ ɶ  

и верхнее значение игры 

( , ) { , | ( ), ( )( ( , ) }
def

G H G H G G H H D G H W WΞ= ∈ ℜ × ∃ ∈ ∃ ∈ = ∈ɶ ɶ ɶ . 

Таким образом, требуется найти по возможности наиболее просто и наибо-
лее точно «внешние» оценки объединенного множества (1.9) нижних значений и 

объединенного множества (1.10) верхних значений игры Ωɶ , которые образованы 
нижними и верхними значениями точечных игр (1.7) со стратегиями 

,G G H H∈ ∈ɶ ɶ  и функциями выигрыша 1 2( , , )D D G H H∈ ɶ ɶ ɶ .  

Возникают две взаимосвязанные задачи.  
1. Найти ЧХ интервального минимаксного интервального интерполятора. 

0

  
min sup ( , )=sup ( , ) 
G H H

D G H D G H
∈ℜ ∈Ξ ∈Ξ
ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶ
. (1.11) 

2. Выяснить условия существования интервальной седловой точки 
0 0 0

1 2( , , )G H Hɶ ɶ ɶ  у интервального  функционала  1 2( , , )D G H Hɶ ɶ ɶ  и найти ее   
0 0 0 0

1 2 1 1 2 2

     ( , ) ( , ) ( , ) ,

, , ,

D G H D G H D G H

G H H H

≤ ≤

∀ ∈ℜ ∀ ∈Ξ = Ξ × Ξ ∈Ξ ∈Ξ

ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ .
 (1.12) 

 

2. Редукция задачи к двум детерминированным 

Сведем недетерминированную интервальную задачу сглаживания к двум 
детерминированным, согласно правилам сравнения интервалов, используя об-
щий метод детерминизации [14-17, 19, 21]. Согласно теореме 3 [19] интерваль-
ное уравнение в верхней строке сформированной выше системы (1.6) можно 
записать в виде эквивалентной пары детерминированных уравнений 

0 0

,

( , ) min sup ( , ),
G H

D G H D G H
∈ℜ ∈ Ξ

=
ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶ  
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0 0

,

( , ) min sup ( , ).
G H

D G H D G H
∈ℜ ∈ Ξ

=
ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶ  (2.1) 

Далее согласно методу детерминизации, систему интервальных неравенств в 
задаче условной оптимизации (1.6) можно записать в виде эквивалентной сиcтемы 
детерминированных неравенств  

1
1 1

1
1 1

1
( ) (λ )φ (λ ) λ δ ,  

2π

1
( ) (λ )φ (λ ) λ δ

2π

k k

k k

I H H d a

I H H d a

κ

κ

+∞

−

−∞

+∞

+

−∞

= ≤

= ≤





 

1( 1,..., );nκ =  (2.2) 

2
,  2 2

2
,2 2

1
( ) (λ) (λ) λ δ

2π

1
( ) ( )ψ (λ) λ δ

2π

I H H d b

I H H d b

ψ

λ

+∞

−

−∞
+∞

+

−∞

= ≤

= ≤





ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ

 

2 ( 1,..., );n=ℓ  

Рассматривая совместную пару детерминированных уравнений оптими-
зации (2.3) с системой неравенств – ограничений (2.4), имеем две выпуклые де-
терминированные задачи условной оптимизации вида:  

 

1 2( , ( ), ( )) minsupD G H Hλ λ =ɶ    (2.3) 

при 

1
1 k

1
(λ)φ (λ) λ δ

2π
k

H d aκ

+∞

+

−∞

≤ ;
2

,2

1
(λ)ψ (λ) λ δ

2π
H d b

+∞

+

−∞

≤ ℓ ℓ ℓ  

1 1 2 2, (λ) , (λ)G H H∀ ∈ℜ ∈Ξ ∈Ξɶ ɶ ɶ ɶ  

и задачу 

1 2( , (λ), (λ)) minsupD G H H =ɶ  (2.4) 

при 

1
k1

1
(λ)φ (λ) λ δ

2π
k

H d aκ

+∞

−

−∞

≤ ;
2

,2

1
(λ)ψ (λ) λ δ

2π
H d b

+∞

−

−∞

≤ ℓ ℓ ℓ

1 21 2, (λ)  , (λ) .G H H∀ ∈ℜ ∈Ξ ∈Ξɶ ɶ ɶ ɶ  

Задачу (2.4) назовем нижней граничной задачей интервальной задачи (1.6), а 
задачу (2.3) ее верхней граничной задачей. Из построения видно, что пара задач 
(2.3)-(2.4), рассматриваемых в совокупности, эквивалентна исходной интерваль-
ной задаче (1.6). Таким образом, для получения решения задачи (1.6) надо решить 
ее нижнюю (2.4) и верхнюю (2.3) граничные задачи. В этих задачах все граничные 
функции вогнутые, а сравнение интервалов выполняется по специальной уже 
упомянутым в первом разделе правилам минимаксной интервальной арифметике. 
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Следуя работам [16, 18, 19, 21] введем интервальную функцию Лагранжа 
задачи (1.6) в виде интервала:  

( , , ) [ ( , , ), ( , , ],F G H A F G H A F G H A=ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ  

где нижняя (верхняя) граница интервала ( , , )F G H Aɶ ɶɶ ɶ  есть функция Лагранжа 

нижней (верхней) граничной задачи (2.5) и (2.6) cо множителями Лагранжа α,β  

и α,β , соответствующие ограничениям (2.4). 

Определим седловую точку * * *( , , )G H Aɶ ɶ  интервальной функции Ла-

гранжа в виде  
* * * * * * *( , , ) ( , , ) ( , , ),   , ,F G H A F G H A F G H A H A≤ ≤ ∀ ∀ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  (2.5) 

то есть в этой точке ( )F •ɶ  имеет максимум по Aɶ  и минимум по Hɶ , 

где для интервальных векторов 1, 2( , )H Hɶ ɶ  и (α,β)ɶɶ  введены следующие обозна-

чения  

1, 2 1 k 1( , ),  (α,β), α=(α ,...,α ),β=(β ,...,β )H H H A= =
ℓ

ɶ ɶ ɶ ɶɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ . 

Следуя работам [16, 18, 19, 21] назовем функции Лагранжа для нижней и 

верхней задач (2.3), (2.4) ( , ,α,β),F G Hɶ ɶ ( , ,α,β)F G Hɶ ɶ  согласованными, если они 

имеют хотя бы одну пару cогласованных седловых точек вида  
0 0 0( , , ),G H Aɶ ɶ  0

0 0( , , ) ,G H Aɶ ɶ  

с одинаковой первой и второй ее компонентами 0 0( , )G Hɶ ɶ . 

Справедливы следующие теоремы. 
Теорема 1 (детерминизации). Для того, чтобы выпуклая интервальная 

задача сглаживания (1.6) с регулярной областью допустимых решений гранич-

ных задач линейного минимаксного сглаживания (2.1), (2.2) имела решение 
0 0 0 0 0

1 2( , , ,α ,β )G H H ɶɶ ɶ ɶ ɶ , необходимо и достаточно, чтобы ее нижняя и верхняя 

граничные задачи имели согласованные функции Лагранжа с согласованной па-

рой седловых точек вида 
00 0 0 0

1 2( , , ,α ,β )G H Hɶ ɶ ɶ ;
0 0 0 0 0

1 2( , , ,α ,β )G H Hɶ ɶ ɶ . 

Теорема 1 сводит решение интервальной задачи минимаксного сглаживания 
к решению ее нижней и верхней граничных задач. В приложении 1 будет показа-
но, что согласованная седловая точка в данной задаче существует. 

Теорема 2. В выпуклой интервальной минимаксной задаче сглаживания 

(1.6) с регулярной областью допустимых решений согласованных граничных 

задач (2.3), (2.4) точка  
0 0 0 0 0

1 2( , , ,α ,β )G H H ɶɶ ɶ ɶ ɶ  

является решением тогда и только тогда, когда существует точка 
0 0 0(α ,β ) 0A = ≥ɶɶ ɶ ,  

такая, что 0 0 0( , , )G H Aɶ ɶɶ  – согласованная интервальная седловая точка ин-

тервальной функции Лагранжа задач (2.1), (2.2).  
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Теорема 2 позволяет свести оптимальную задачу интервального мини-
максного сглаживания с ограничениями к задаче без ограничений. Из теорем 1, 
2, учитывая, что нижняя и верхняя граничные игры каждой игры в общем слу-
чае независимы и потому не обязательно согласованы, можно заключить, что 
игры с интервальными параметрами (функциями Лагранжа) не всегда имеют 
решение. Отсутствие решений игры в общем случае есть плата за недостаток о 
параметрах системы, задаваемых лишь с точностью до интервалов возможных 
значений. Теория антагонистических игр была задумана для формирования ре-
комендаций сторонам конфликта [22]. Теорема Дж. фон Неймана [23] гаранти-
ровала возможность таких рекомендаций при полной информации о выигры-
шах сторон. Полученные результаты показывают, что при неполной информа-
ции такие рекомендации не всегда возможны. Сделанные выводы примени-
тельно к антагонистическим играм были впервые представлены в работах [16, 
18, 21]. 

 

3. Решение задачи интервального сглаживания 

Наиболее типичными ограничениями на возмущения в практических 
приложениях являются ограничения на их моменты (дисперсии, дисперсии 
производных и т.п.) и на области сосредоточения спектра, представимыми в 
виде моментных неравенств (1.4), (1.5). 

Итак, требуется определить  

1,2
1 2

,

sup ( , (λ, ), (λ, ))
i i iH

D G H q H q
=∈Ξɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ; (3.1) 

Введем в рассмотрение задачи выпуклого программирования, двойственные 
соответственно к верхней нижней граничным задачам линейного минимаксного 
сглаживания (2.1), (2.2), аналогично задаче выпуклого программирования, двой-
ственной к исходной, введенной в рассмотрение в монографии [1] в эквивалент-
ной форме. Обозначим эквивалентные оценки искомых функционалов (2.3), (2.4) 

через (α,β)  ϒ , (α,β)ϒ  соответственно. Если выполняется следующее условие 

1.5 из [1] (гл. 2, параграф 2.2.2) для функций: 

ρ(α,β) 0  ≤ , ρ(α,β) 0≤ , 

где  

1 2

1/2 1/2

λ
ρ(α,β) max[| (λ) | α,φ(λ)  β,ψ(λ) ]vrai Q

∈Λ Λ
= − < > − < >

∩
,  (3.2) 

1 2

1/2 1/2

λ
ρ(α,β) max[| (λ) | α,φ(λ)  β,ψ(λ) ],vrai Q

∈Λ Λ
= − < > − < >

∩
 

то согласно теореме 2.2 из [1] имеем: 

0 1 2
α ,β

(α ,β ) (β ) (α ) m inϒ = ϒ + ϒ + ϒ → ,  (3.3) 

0 1 2
α ,β

(α ,β ) (β ) (α ) m inϒ = ϒ + ϒ + ϒ → ,  (3.4) 

где 
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2
0

λ λ
| (λ) | λ;

λ λ

1 2

1 2

T ( )T ( )
Q d

T ( )+T ( )
ϒ

+∞

−∞

=   

2
1 1 1 2(β) γ (λ,β)[ (λ) (λ)] λ,T T d

+∞

−∞

ϒ = +  

2
1 1 1 2(β) γ (λ,β)[ (λ) (λ)] λ,T T d

+∞

−∞

ϒ = +  (3.5) 

2
2 2 1 2

2
2 2 1 2

(α) γ (λ,α)[ (λ) (λ)] λ,

(α) γ (λ,α)[ (λ) (λ)] λ , 

T T d

T T d

+∞

−∞
+∞

−∞

ϒ = +

ϒ = +





  

1/21
2

21 2

1/21
2

21 2

1/22
1 1

1 2

2
1

1

(λ)| (λ)|
γ (λ,α) max[0; α,φ(λ) ]χ (λ),

(λ) (λ)

(λ)| (λ)|
γ (λ,α) max[0; α,φ(λ) ]χ (λ),

(λ) (λ)

(λ)| (λ)|
γ (λ,β) max[0; β,ψ(λ) ]χ (λ),

(λ) (λ)

(λ)| (λ)|
γ (λ,β) max[0;

(λ)

T Q

T T

T Q

T T

T Q

T T

T Q

T T

Λ

Λ

Λ

= − < >
+

= − < >
+

= − < >
+

=
+

1/2

1
2

β,ψ(λ) ]χ (λ),
(λ)

Λ− < >

 

причем 1 2 1 2γ (λ,β)γ (λ,α)=0,γ (λ,β)γ (λ,α)=0  почти всюду при λ ( , )∈ −∞ +∞ . Че-

рез Λ Λ1 2
χ (λ),χ (λ)  обозначены характеристические функции множеств 1 2,Λ Λ  

соответственно. 

Через ,c d< >
��

 обозначено скалярное произведение векторов ,c d
��

 дей-

ствительного n-мерного пространства R n . (i=1,2)  iΛ
 
– заданные области сосре-

доточения подмножества оси частот положительной меры  0imes Λ >  значе-

ний спектра возмущений (λ, ),iH qɶ  2

i iα ,α R n

+∈ , 1

i i
β ,β R n

+∈
 
– соответственно 

векторные верхние и нижние граничные множители Лагранжа, R in

+  
– неотрица-

тельный ортант пространства R
n
i (замыкание R in

+ ), 1

kφ (λ) R n

+∈ , 2

lψ (λ) R n

+∈
 
– 

неотрицательные, четные по λ  заданные функции частоты. 
Пусть выполнены условия существования и условия оптимальности в 

двойственной задаче к (1.4), (1.5), аналогичные условиям 1.1–1.6 из [1] о функ-

ционалах 1 2 1 2(β), (α), (β), ( ) αϒ ϒ ϒ ϒ . При этих условиях справедлива теорема 
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3 – аналог теоремы 2.7 из [1] о существовании седловой точки в линейной ми-
нимаксной интерполяции в двойственной форме.  

Теорема 3. Для существования решения задач (2.3) и (2.4) необходимо и до-

статочно существования решения двойственных задач (3.2)–(3.5) соответ-

ственно, оптимальное решение которых имеет вид: 

1,2 1,2
1 2 1 2

, ,

sup ( , , ) (α,β), sup ( , , ) (α,β)
i i i ii iH H

D G H H D G H H
= =∈Ξ ∈Ξ

= ϒ = ϒ
ɶ ɶɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ,  

0 00 0 0 0

0 0 0

(λ) [ (λ), (λ)], (λ) γ(λ,α ,β ) (λ),

 (λ) γ(λ,α ,β ) (λ),

G G G G Q

G Q

= =

=

ɶ

 

0 0 0

min 0 Λ 2

0

max 0 Λ 01

γ(λ,α ,β ) max[γ (λ,α )-γ (λ);0]χ (λ)

min[γ (λ,β )-γ (λ);0]χ (λ)+γ (λ);

= +

+
 

0 0 1/2
min

0 0
1/2

min

0 0 1/2
max

0 0
1/2

max

γ (λ,α ) | (λ) | α ,φ(λ)

γ (λ,α ) | (λ) | α ,φ(λ)

γ (λ,β ) β ,ψ(λ) ,

γ (λ,β ) β ,ψ(λ) ,

Q

Q

= − < >

= − < >

=< >

=< >

 

0

(λ) (λ)
γ (λ)= | (λ) |,

(λ) (λ)
1 2

1 2

T T
Q

T +T
  

где 1 2 1 2
0 00 0

β R ,α R ,β R ,α Rn n n n

+ + + + −∈ ∈ ∈ ∈  оптимальные множители Ла-

гранжа, соответствующие ограничениям (2.2). 

Условия ρ(  α,β) 0, ρ(  α,β) 0≤ ≤  [1], означают, что 

0 0 0 0
min max min maxγ (λ,α ) γ (λ,β ), γ (λ,α ) γ (λ,β )≤ ≤ . 

Последние неравенства означают, что множители Лагранжа 
0 0β  (β )  и 

0 0α  (α )  в нижних и верхних граничных задачах определяют седловые граничные 

точки. Действительно, поскольку согласно [1] (см. теорему 2.1, гл. 2) в задаче мак-
симизации линейного функционала при фиксированной ЧХ (частотной характе-

ристике) интерполятора от (λ, )H qɶ  при линейных ограничениях на (λ, )H qɶ  вы-

полняются необходимые и достаточные условия существования седловой точки 
двойственной задачи, то есть 

1 2
α,β

( , , ) min (α,β),D G H H = ϒɶ ɶ ɶ  
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1,2 1,2
1 2 1 2

α,β, , , ,

α,β

sup ( , , ) min (α,β), sup ( , , )

min (α,β)

i i i ii iH H

D G H H D G H H
= =∈Ξ ∈Ξ

= ϒ =

= ϒ
ɶ ɶɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ

 

где нижняя грань берется по всем таким α,α,β ,β , что выполняется условия 

ρ(α,β ) 0,ρ(α,β) 0≤ ≤ . Сказанное означает, что функция Лагранжа для нижней 

и верхней границы обладает седловой точкой.  
В силу слабой линейной зависимости от параметра q  спектральной плотно-

сти возмущения (1.3), интервальный линейно зависимый от нее целевой функцио-
нал выигрыша и связанная с ним интервальная функция Лагранжа представимы в 
виде линейной комбинации их границ в зависимости от q . 

В этом случае, как известно (см. утверждение из § 4.3.2 в [24]) решения 
нижней и верхней граничных задач оптимизации граничных функций (экстре-

мальных функций) целевого функционала выигрыша Dɶ  задачи оптимизации и 

связанной с ним функции Лагранжа ( , , )F G H Aɶ ɶɶ ɶ  неразличимы, если их интер-

вальные оценки вложены друг в друга. Очевидно, что это условие соблюдается в 

задаче (1.6), так как в предельном случае, когда 
1 2
k lδ 0,δ 0→ →  решение нижней 

и верхней граничных задач совпадают. Таким образом справедлива следующая 
теорема. 

Теорема 4. При условиях 1.1–1.6 из [1], накладываемых на свойства функ-

ции ρ(α,β)=[ρ( α,β) ,ρ(α,β)]ɶɶ  решение интервальной задачи (1.6) всегда суще-

ствует  в предельном случае, когда параметры в правых частях моментных 

ограничений задачи интервального сглаживания (3.1) 
1 2
k lδ 0,δ 0→ →  и пред-

ставляется в виде пересечения решений ее нижней 
0 0{ ( , ,α,β)}нM G H  и  верх-

ней 
0 0{ ( , ,α,β)}вM G H  граничных задач 

0 0 0 0 0 0( , ) { ( , ,α,β)} { ( , ,α,β)},н вG H M G H M G H= ∩  

min
α,β α,β

(α,β) [min (α,β),min (α,β)]ϒ = ϒ ϒɶɶ ɶ . 

 

4. Алгоритм решения 

Для решения интервальной задачи (1.6) методом детерминизации 

1 2( , , )D G H Hɶ ɶ ɶ  [14–21] необходимо действовать по следующему алгоритму. 

Шаг 1. Используя формулы интервальной арифметики, выражающие 
элементарные преобразования интервалов [13–19] представляем целевой функ-

ционал нашей задачи 1 2( , , )D G H Hɶ ɶ ɶ  в интервальной форме 
0 0 0 0 0 0 0

1 2 1 2 1 2

0 00 0 0 0
1 21 2

( , , ) [ ( , , ), ( , , )] 

[ ( , , ), ( , , ) ],

D G H H D G H H D G H H

D G H H D G H H

= =

=

ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ
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а линейные функционалы ( ), 1, 2i iI H i =ɶ ɶ  в левых частях ограничений (1.4), 

(1.5) и параметры в правых частях в виде интервалов: 

1, 2,[ ( ), ( )], ii i iI I H I H= =ɶ ɶ ɶ

0 00 0 0 (1) (2) 0 0 0 (1) (2)
k l 1 2 k l1 2( , ) ( , , ,α-δ ,β-δ ) ( , , ,α+δ ,β+δ )н вG H M G H H M G H H= ∩ɶ ɶ . 

Шаг 2. Используя полученные на шаге 1 представления, формируем 
нижнюю граничную и верхнюю граничную задачи решаемой нами интерваль-
ной задачи условной оптимизации-линейного минимаксного сглаживания (2.3), 
(2.4):  

0
1 2( , ( ), ( )) minsup,D G H Hλ λ =ɶ  

0
1 2( , ( ), ( )) minsup,D G H Hλ λ =ɶ  

(1)
1 l k

1
(λ)ψ (λ ) λ δ

2π
H d aκ

+∞

−

−∞

≤  ; 
+

(1)
1 l

-

1
H (λ)ψ (λ) λ δ

2
kd aκπ

∞

+

∞

≤ ; 

1( 1,..., );nκ =  

1 1 1 1 21, (λ) , (λ)G H H H H∀ ∈ℜ = ∈Ξ = ∈Ξɶ ɶ ɶ ɶ ; 

(2) (2)
,  22

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
H d b H d bλ ψ λ λ δ λ ψ λ λ δ

π π

+∞ +∞

− +

−∞ −∞

≤ ≤ ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ
; 

2 ( 1,..., );n=ℓ  

1 2 2 22 2, (λ) , (λ)G H H H H∀ ∈ℜ = ∈Ξ = ∈Ξɶ ɶ ɶ ɶ . 

Шаг 3. Решаем нижнюю и верхнюю граничную задачи интервальной зада-
чи, сформированные на предыдущем шаге и приведенные к эквивалентной двой-
ственной форме задачи выпуклого программирования, получаем решения нижней 

0
1 2{ ( , , ,α,β}нM G H Hɶ  и верхней 

0
1 2{ ( , , ,α,β)}вM G H H  граничных задач. При 

этом 
0 00( ( ), )нM G H H  – множество точек решения нижней граничной задачи, 

на котором ее целевой функционал выигрыша 
0 0 0( , )D D G H= ɶɶ ɶ  достигает своего 

нижнего оптимума 
0 0 00

1 2( , , )D D G H H= ɶ  и 
0 0 0( ( ), )вM G H H  – множество 

точек решения верхней граничной задачи, в которых ее целевой функционал вы-

игрыша 0 0 0( , )D D G H= ɶɶ ɶ  достигает своего верхнего оптимума 
0 0 0 0

1 2( , , )D D G H H= ɶ ,  
0 00 0 0 0 0 0

1 2 1 2 1 21 2( , ) ( , , ,α-δ , δ ) ( , , ,α+δ ,β+δ )н вG H M G H H M G H Hβ= − ∩
� � � �

ɶ ɶ ɶɶ ,  

где 
1 2

(1) (1) (2) (2)
1 1 n 2 1 nδ =[δ ,...,δ ],δ =[δ ,...,δ ].
� �

 

При этом в качестве оптимального значения целевого функционала 0
Dɶ  

берем интервал  
0 0 0 0 0 0 0

1 2 1 2 1 2( , , ) [ ( , , ), ( , , )]D G H H D G H H D G H H=ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ
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от оптимума целевого функционала нижней граничной задачи 
0

D  до оптимума 

целевого функционала верхней граничной задачи 0
D , переход к предельному 

случаю, когда вектора 1 2δ ,δ
� �

 покомпонентно стремятся к 0  1 2δ 0,δ 0→ →
� �

 дает 

представление искомого решения в виде 
0 00 0 0 0 0 0 0

1 2 1 21 2( , , ) ( , , ) ( , , )G H H G H H G H H= =ɶ ɶ ɶɶ ɶ
. 

 

5. Пример 

Пусть наблюдению доступен процесс  

( ) ( ) ( ),   (- , ),y t s t n t t= + ∈ ∞ +∞  

где ( )s t  – сигнал известной формы со спектром ( )S λ , ( )n t  – гауссовская помеха 

со спектральной плотностью ( ) ( ) ( )W T Hλ λ λ= + ɶ . При этом ( )T λ  – заданная 

составляющая спектральной плотности (λ)W , а (λ)Hɶ априори не известна, одна-

ко известно, что (λ)H BΞ∈ ⊂ɶ ɶ , где Ξɶ -множество допустимых интервально-

параметрических спектральных плотностей, определяется условиями: 
1 1

(λ) [ (λ) (λ)],
2 2

H H H q= + =ɶ , (5.1) 

{ (λ) | (λ) (λ) λ [ δ, δ],

         (λ) 0;}, 0,δ 0,

H B H d b b b

H b

Ξ Ψ
+∞

−∞

= ∈ ≤ = − +

≥ > >

 ɶɶ ɶɶ

ɶ

 

где Λ  – заданная область сосредоточения подмножества оси частот положи-

тельной меры  0mes Λ >  значений спектра возмущений (λ)Hɶ ; B  – множество 

измеримых функций; (λ)Ψ -заданная, без ограничения общности, четная функ-

ция ( (λ) 0Ψ >  почти всюду по λ ); b  – заданная константа. 

Задача состоит в отыскании наилучшего гарантирующего интервального 

минимаксного интерполятора 
0 (λ)Gɶ : 

2( , ) | (λ) | [ (λ) (λ)] λ min sup
G H

D G H G T H d

+∞

∈ℜ ∈Ξ−∞

= + → ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶ ɶ . (5.2) 

Пусть 
2 2 2 2

0| (λ) | τ λ max[0;λ -λ ]S =  т.е. спектр сигнала сосредоточен в по-

лосе 0 0[ λ ,λ ].−  Будем считать, что помеха измерения является суммой белого 

шума с интенсивностью 2(λ) τT =  и составляющей, о которой известна только 

ее интервальная дисперсия  

(λ) (λ) λH d bΨ
+∞

−∞

≤ ɶɶ , (5.3) 
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т.е. в (5.1) (λ) 1Ψ = . Рассмотрим задачу внутренней максимизации (5.2) по 

(λ)Hɶ  при фиксированной (λ)Gɶ  

( , ) sup
H

D G H
∈Ξ

→
ɶ ɶ

ɶɶ ɶ  (5.4) 

и связанную этой задачей согласованную интервальную функцию Лагранжа в 
виде  

2
0

2
0

( , , β ) ( ) [ | | (λ ) | [ (λ ) (λ )] λ β ,

( ) | (λ ) | [ ( (λ ) (λ )] λ ,

L G H D G G T H d b

D G G T H d

Λ
+ ∞

− ∞

= + + +

= +





ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

 (5.5) 

где βɶ  – интервальный множитель Лагранжа, соответствующий интервальному 

ограничению (5.3) имеет интервальную седловую точку  

β 0 β 0
inf sup ( , ,β) supinf ( , ,β) 

H H

L G H L G H
> >∈Ξ ∈Ξ

=
ɶ ɶɶ ɶɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ
. (5.6) 

Рассмотрим задачу внутренней максимизации (5.6) по (λ)Hɶ  с учетом 

(5.1) при фиксированном βɶ . Из (5.5) следует, что если  
2| (λ) | β 0G − <ɶɶ  почти всюду при λ∈ Λ , то  

0sup ( , ,β) ( ) β
H

L G H D G b
∈Ξ

= +
ɶ ɶ

ɶ ɶɶɶ ɶɶ ɶ . 

В противном случае sup ( , ,β)
H

L G H
∈Ξ

= +∞
ɶ ɶ

ɶɶɶ ɶ . В обозначениях представле-

ния (1.2) имеем  
2 2 4

1 2 1 2(λ) τ , (λ) 0, 1, 1,φ(λ)=|iλ| =λ , ( , ).T T i n Λ= = = = = −∞ +∞  

При оценивании ( ),s t  ( ) 1Q λ =  двойственная задача принимает верхний 

(нижний) граничный вид: 

2 2 2

α

2 2 2

α

(α)=τ {max[0;1 δλ ]} λ ( δ)α min

(α)=τ {max[0;1 δλ ]} λ ( δ)α min

b d b

b d b

+∞

−∞

+∞

−∞

ϒ − + + + →

ϒ − − + − →



 .

 

Выражая последние интегралы в элементарных функциях, получаем  
1/ 4 -1/42 216 16

(α ) τ α α m in , (α ) τ α α m in
15 15 αα

a a
−

ϒ = + → ϒ = + → . 

Отсюда находим  
2 4/5 2 4/5α [4τ / (15( δ))] ,α [4τ / (15( δ))] ,b b= + = −  (5.7) 

В соответствии с теоремой 2.8 [1] (гл. 2, параг. 2.4.1) находим нижние и 
верхние оценки для интервальной дисперсии и минимаксного интерполятора  
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2 24τ 4τ1/5 2 1/5
015 15

2
0

5( )( δ) 1,332τ λ , 5( )( δ)

1,332τ λ

D b D b= + ≈ = − ≈

≈
 (5.8) 

2

0
20
0

0

λ
1   при  |λ| λ ;

λ(λ )

0 при  |λ|  >λ   ,                              
G

≤ −= 


 

2
2
0

0 0

2
0

λ
1   при  |λ| λ ;

λ
(λ)

0 при  |λ|  >λ   ,                              
G

≤ −= 


 

где 
1/41/4 2 1/5 2 1/5

0 0λ =α =[15( δ) / (4τ )] ,λ =α =[15( δ) / (4τ )] .b b+ −  

Проверим выполнение условий 2.1, 2.2 [1] (гл. 2, параграф 2.4.1) Спра-
ведливость условия 2.1 очевидна. 

Действительно,  
-1/416 162 -1/4 2

,
15 15

(α)= τ α (α)= τ αϒ ϒ  

и следовательно  (α) ; (α) .ϒ < ∞ ϒ < ∞  При любых значениях параметров 
2τ   и 

( )a a  в соответствии с (5.7) 
0 0 1α (α ) R int dom+∈ = ϒ . 

Итак, условие 2.2 выполнено, следовательно седловая точка в интерваль-
ной игре существует и нижние и верхние оценки для интервальной полезной 

составляющей ( )sH λɶ  и возмущения ( )uH λɶɶ  имеют следующий вид: 

0 0
2 2

λλ2 2 2 2

λ λ
(λ)=τ λ max[0; 1]; τ λ max[0; 1];s s

H H− = −  

2 22 2 2 2
0 0(λ) τ λ max[0; λ 1], τ λ max[0;λ 1]u u

H H= − = −ɶ ɶ . 

В предельном случае, при δ 0→  выполняется соотношение 
0(λ) (λ)u u

H H H= =ɶ ɶ  и предельная оценка искомого функционала в точке α  

равна (α) (α) (α),ϒ = ϒ = ϒ  где 2 4/5α [15 / 4τ ]b= , поскольку пересечение мно-

жеств  решений нижней 00{ ( , ,α)}нM G Hɶ  и верхней
0 0{ ( , ,α)}вM G Hɶ  граничных 

задач в этом случае не пусто, то в соответствии с теоремой 4 решение интер-
вальной задачи существует и имеет принимает вид  
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2

00
0

0

λ
1   при  |λ| λ ;

λ
(λ)

0 при  |λ|  >λ   ,                          
G

≤ −= 


ɶ

 

0 2 2 2
0(λ) τ λ max[0;λ 1],H = −ɶ  

где 
1/4 2 1/5

0λ =α [15 / 4τ ]b= . 

 

Выводы 

В статье показано, что проблема интервальной линейной минимаксной ин-
терполяции достаточно просто разрешима, если использовать конструктивную 
теорию сравнения интервальных величин, которая сводит указанное сравнение к 
сравнению одноименных границ этих интервалов. Тем самым поиск оптимума 
не полностью определенного функционала дисперсии ошибки оценивания 
можно свести к нахождению одноименного оптимума двух полностью опреде-
ленных (детерминированных) функционалов. Представленный в статье детер-
минизационный подход примечателен тем, что позволяет вполне строго свести 
оптимизацию не полностью определенных согласованных функций Лагранжа к 
хорошо известным и эффективным методам оптимизации уже полностью опре-
деленных согласованных функций Лагранжа. Новизной этого подхода является 
то, что, в отличие от других (например, вероятностного), он всегда обеспечивает 
существование оптимума в задаче интервальной минимаксной интерполяции и 
гарантирует получение этого оптимума. 

 
Приложение 1. 

Доказательство теоремы 1. 
Докажем необходимость. Пусть нижняя и верхняя граничные задачи 

имеют согласованные функции Лагранжа с согласованной парой седловых то-
чек вида  

* *
1 2( , , ,α,β)G H Hɶ ɶ ɶ ,

* *
1 2( , , ,α,β)G H Hɶ ɶ ɶ  

Докажем, что 
* *
1 2( , , ,α,β)G H Hɶ ɶ ɶ ,

* * *
1 2( , , ,α,β)G H Hɶ ɶ ɶ  седловая точка в зада-

че (1.6). Действительно, по определению седловых точек для нижней и верхней 
задач интервальной функции Лагранжа можно утверждать, что 

* * ** * *
1 2 1 2 1 2

1 2

( , , , α ,β ) ( , , , α ,β ) ( , , , α ,β )  

 , , , α ,β ,

F G H H F G H H F G H H

G H H

≤ ≤

∀ ∀ ∀

ɶ ɶ ɶ

ɶ
 

* *
* * * *

1 2 1 2 1 2

1 2

( , , ,α ,β ) ( , , , α ,β ) ( , , ,α ,β )   

 , , , α ,β ,

F G H H F G H H F G H H

G H H

≤ ≤

∀ ∀ ∀

ɶ ɶ ɶ

ɶ

 

при этом по определению интервальной функции Лагранжа выполнимы 
неравенства  
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* * * * * *
1 2 1 21 2

1, 2,

( , , ,α,β) ( , , ,α ,β ) ( , , ,α,β)  

 , [ , ], α [α,α], β [β,β].i
i ii

F G H H F G H H F G H H

G H H H =

≤ ≤

∀ ∀ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈

ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ

ɶɶ ɶ ɶ
 

то есть седловая точка 
* * * * *

1 2( , , ,α ,β )G H H ɶɶ ɶ ɶ ɶ  в интервальной игре интерпо-

ляции (2.1),(2.2) существует. 
Докажем достаточность. 
Пусть седловая точка существует в интервальной  игре интерполяции 

(2.3) - (2.5), тогда в силу выполнения условия интервальной нечеткости относи-

тельно компоненты (λ )  iH q,ɶ  (1.3) и выпуклости (линейности) по (λ )  iH q,ɶ  

интервальной  функции Лагранжа, связанной с задачей (2.1), (2.2) имеем при 

фиксированной стратегии Gɶ :  

( , (λ, ),α,β) (1- ) ( , (λ),α,β)  + ( , (λ),α,β),

( , (λ, ),α,β) (1- ) ( , (λ),α,β)  + ( , (λ),α,β) .

i ii

i i i

F G H q q F G H qF G H

F G H q q F G H qF G H

≤

≤

ɶ ɶ ɶɶ

ɶ ɶ ɶɶ
 (П.1) 

Возьмем супремум левой части неравенств (П.1) по (λ ),  iH q,ɶ  получаем  

1 , 2

1 , 2

1 , 2

, 1 , 2 ,

,

, 1 , 2 ,

s u p ( , (λ )  , α ,β ) (1 - ) s u p ( , ( λ ) ,α ,β )   

    s u p ( , (λ ) , α ,β ) ,

s u p ( , ( l )  ,α ,β ) (1 - ) s u p ( , ( λ ) ,α ,β )   

      s u p

ii

i i

ii

i

i

i

i

i i
H i H

i i

i
H

i i
H i H

i i

H

F G H q q F G H

q F G H

F G H q q F G H

q

=

=

=

∈ Ξ = ∈ Ξ

∈ Ξ

∈ Ξ = ∈ Ξ

∈

, ≤ +

+

, ≤ +

+

ɶ ɶ ɶ

ɶ

ɶ ɶ ɶ

ɶ

ɶ ɶɶ

ɶ

ɶ ɶɶ

1 , 2,

( , ( λ ) , α ,β )
i i

i
F G H

=Ξ

ɶ

 (П.2) 

Беря инфинум обеих частей неравенства (П.2) по (α,β),(α,β) , получим в 

силу линейности функций  Лагранжа ( , (λ, ),α,β)
i

F G H qɶ ɶ  и 

( , (λ, ),α,β)iF G H qɶ ɶ  по (α,β)  и (α,β)  соответственно, имеем   

1,2

1,2

1,2

α ,β α ,β ,

α ,β ,

α ,β α ,β ,

inf sup ( , (λ , ), α ,β ) (1 - ) inf sup ( , (λ ), α ,β )  

  inf sup ( , (λ ), α ,β )

inf sup ( , (λ , ), α ,β ) (1 - ) inf sup ( , (λ ), α ,β )   

 

i i ii

i i

i i ii

i

i

i

i i
H H

i
H

i i
H H

F G H q q F G H

q F G H

F G H q q F G H

=

=

=

∈Ξ ∈Ξ

∈Ξ

∈Ξ ∈Ξ

≤ +

+

≤ +

+

ɶ ɶ ɶ

ɶ

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶɶ

ɶ

ɶ ɶɶ

1,2α ,β ,

 inf sup ( , (λ ),α ,β )
i i i

i
H

q F G H
=∈Ξɶ

ɶ

 (П.3) 

В силу вогнутости (линейности) интервальной функции Лагранжа по 

(λ )  iH q,ɶ  при фиксированной стратегии Gɶ  справедливы неравенства:  
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α,β α,β

α,β

α,β α,β

α,β

inf ( , (λ, ),α,β) (1- ) inf ( , (λ),α,β)

inf ( , (λ),α,β),

inf ( , (λ, ),α,β) (1- ) inf ( , ,α,β)

inf ( , (λ),α,β)

i i

i

i i

i

F G H q q F G H

q F G H

F G H q q F G H

q F G H

≥ +

+

≥ +

+

ɶ ɶɶ

ɶ

ɶ ɶɶ

ɶ

 (П.4) 

Возьмем супремум левой части неравенств (П.4) по (λ ).  iH q,ɶ  Тогда  

1,2

1,2

1,2

α ,β α ,β,

  α ,β,

α ,β α ,β,

sup inf ( , (λ, ),α,β) (1- ) sup inf ( , (λ),α,β) 

  sup  inf ( , (λ),α,β),

sup inf F( , (λ, ),α,β) (1- ) sup inf ( , (λ),α,β) 

i i ii

i i

i i ii

i

i

i

i i
H H

i
H

i i
H H

F G H q q F G H

q F G H

G H q q F G H

=

=

=

∈Ξ ∈Ξ

∈Ξ

∈Ξ ∈Ξ

≥ +

+

≥ +

ɶ ɶ ɶ

ɶ

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶɶ

ɶ

ɶ ɶɶ

1,2   α ,β,

  sup  inf ( , (λ),α,β).
i i i

i
H

q F G H
=∈Ξ

+
ɶ

ɶ

(П.5) 

В силу существования седловой точки в интервальной игре (2.1),(2.2) ин-
терполяции, мы можем заменить выражения, стоящие в левых частях нера-

венств (П.3) на эквивалентные им, поменяв местами операции взятия  
α,β
inf , sup

Hi i
∈Ξɶ

 

и 
α,β
inf , sup

iH∈Ξɶ
 от функций Лагранжа ( , (λ, ),α,β)

i
F G H qɶ ɶ  и ( , (λ, ),α,β)iF G H qɶ ɶ  

соответветсвенно. Умножим (П.5) на -1 и сложим с (П.3), в результате будем 
иметь неравенства: 

 

1,2 1,2

1,2 1,2

α,β α,β, ,

α,β α,β, ,

0 (1- )[inf sup ( , (λ),α,β) sup inf ( , (λ),α,β)]

 [inf sup ( , (λ),α,β) sup inf ( , (λ),α,β)],

i ii i

i i i i

i i

i i

i i
H H

i i
H H

q F G H F G H

q F G H F G H

= =

= =

∈Ξ ∈Ξ

∈Ξ ∈Ξ

≤ − +

+ −

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ
 (П.6) 

1,2 1,2

1,2 1,2

α ,β α,β, ,

α,β α,β, ,

0 (1- )[inf sup ( , (λ),α,β) sup inf ( , (λ),α,β)]

 [inf sup ( , (λ),α,β) sup inf ( , (λ),α,β)],

i ii i

i i i i

i i

i i

i i
H H

i i
H H

q F G H F G H

q F G H F G H

= =

= =

∈Ξ ∈Ξ

∈Ξ ∈Ξ

≤ − +

+ −

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ
 

В силу свойства минимаксного и максиминного соотношения [22], спра-
ведливы следующие неравенства:  

1,2 1,2α,β α,β, ,

inf sup ( , (λ),α,β) sup inf ( , (λ),α,β),
i ii ii i

i i
H H

F G H F G H
= =∈Ξ ∈Ξ

≥
ɶ ɶ

ɶ ɶ  

1,2 1,2
α,β α,β, ,

inf sup ( , (λ),α,β) sup inf ( , (λ),α,β),
i ii ii i

i i

H H

F G H F G H
= =∈Ξ ∈Ξ

≥
ɶ ɶ

ɶ ɶ  
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1,2 1,2α,β α,β, ,

inf sup ( , (λ),α,β) sup inf ( , (λ),α,β),
i ii ii i

i i
H H

F G H F G H
= =∈Ξ ∈Ξ

≥
ɶ ɶ

ɶ ɶ  

1,2 1,2, ,, ,

inf sup ( , ( ), , ) sup inf ( , ( ), , ),
i i i ii i

i i
H H

F G H F G H
α β α β

λ α β λ α β
= =∈Ξ ∈Ξ

≥
ɶ ɶ

ɶ ɶ  

поэтому квадратные скобки в правой части неравенств (П.6) неотрица-
тельны и следовательно каждая из них равна нулю, так как в противном случае, 
сумма чисел, стоящих в квадратных скобках будет строго больше нуля, чего 
быть не может, то есть имеем согласованные седловые точки для нижней и 
верхней граничных игр интерполяции соответственно:  

1,2 1,2

1,2 1,2

*

α,β α,β, ,

*

α,β α,β, ,

inf sup ( , (λ),α,β)  ν sup inf ( , (λ),α,β),

inf sup ( , (λ),α,β)= ν sup inf ( , (λ),α,β)

ii i

ii i

i i
H i H

i i

i i
H i H

i i

F G H F G H

F G H F G H

=

=

∈Ξ = ∈Ξ

∈Ξ = ∈Ξ

= =

=

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ
 

и при этом справедливо неравенство для согласованной седловой точки 
* * * *

1 2 , (λ), (λ),G H H Aɶ ɶ ɶ   в интервальной игре минимаксной интерполяции  

* * * * * *
1 2ν ( , (λ), (λ), ) νF G H H A≤ ≤ɶ ɶɶ ɶ  

В итоге получили две согласованные седловые точки для нижней и верх-
ней задач интервальной согласованной функции Лагранжа в задаче (2.1), (2.2), 
что завершает доказательство теоремы 1.  
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Linear Minimax Interpolation of a Stationary Random Process 

with Interval Parameters 

 

I. G. Sidorov, V. I. Levin 
 

Relevance. The article considers existing approaches to the actual problem of minimax smoothing of 

a stationary random process under conditions when the observed process is an additive mixture of mutually 

uncorrelated useful component and interference, the spectral densities of which have partial information in 

the form of interval changes in their values, as well as their interval moment inequalities, structurally con-

taining the same absolute value, small symmetric deviations of uncertainty from the specified limits of their 

interval restrictions, which they satisfy. An exact statement of the interval problem of linear minimax 

smoothing of a stationary random process is given under the conditions of existence of a consistent saddle 

point of an interval consistent Lagrange function. Purpose . The aim of the article is to present the idea of 

solving the problem of linear minimax smoothing of a stationary random process, taking into account the 

interval moment constraints that these parameters satisfy. This idea is based on the rules of the mathematical 

theory of comparison of intervals which allows replace comparison of intervals and determinization of max-

imal and minimal interval by comparising their lower and upper bounds. Methods. On the basis of the the 

proposed idea the determinization method is formulated and justified that allows solving the problem of line-

ar minimax interpolation with interval parameter uncertainty by reducing it to two fully defined optimization 

problems of the same type. Novelty. We formulate and prove a theorem that defines a necessary and suffi-

cient condition for the existence of a solution to a convex linear minimax interpolation problem with interval 

parameter uncertainty under conditions of existence of a consistent saddle point of an interval consistent 

Lagrange function. Result. A 4-step algorithm for solving the problem of linear minimax smoothing of a sta-

tionary random process with interval parameter uncertainty is constructed by reducing it to two fully defined 

optimization problems of the same type. The proposed deterministic approach reduces the solution of a game 

with nondeterministic parameters of the interval type to the solution of two boundary games with determinis-

tic strategies and winning functions using the apparatus of interval arithmetic under the conditions of the 

existence of a consistent saddle point of the interval consistent Lagrange function. An example illustrating 

the proposed method of analysis is given. 

 

Key words: saddle point, noise, uncorrelated, spectral densities, determinization method, minimax 

interpolation, stationary random process, Lagrange function, interval parameters, interval moment con-

straints, boundary games, interval arithmetic ,convex, 4-step algorithm. 
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