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Метод планирования траектории движения точки в пространстве 

с препятствием на основе итеративной кусочно-линейной 

аппроксимации 

 

Антонов В. О., Гурчинский М. М., 

Петренко В. И., Тебуева Ф. Б. 

 
Постановка задачи: известные методы планирования траектории либо обладают высокой 

вычислительной сложностью, либо не позволяют найти траекторию, оптимальную по длине пути, 

что не позволяет использовать их в системах, где необходимо планирование траектории в режиме 

реального времени с условием минимизации перемещения. Целью работы является решение задачи 

планирования траектории движения точки из начального положения в конечное, в пространстве с 

препятствием, с малой вычислительной сложностью, в режиме реального времени. Используемые 

методы. Предложен метод планирования траектории на основе итеративной линейно-кусочной 

аппроксимации траектории. В методе анализируется возможность движения по прямой из началь-

ного состояния в конечное средствами аналитической геометрии. В случае пересечения траектори-

ей препятствия, производится ввод дополнительного промежуточного состояния путем смещения 

наихудшей точки траектории по направлению от центра препятствия. Затем данные действия ре-

курсивно повторяются для движения из начального состояния в дополнительное, и из дополнитель-

ного в конечное. Критерием остановки рекурсии является возможность движения на каждом ли-

нейном участке траектории в обход препятствия. Результат: предложенный численный метод на 

основе итеративной кусочно-линейной аппроксимации позволяет выполнять поиск траектории 

движения точки в пространстве с препятствием. Метод можно использовать для работы в 

режиме реального времени за счет простоты исполняемых операций. Метод применим даже при 

большом количестве итераций, при условии использования параллельных вычислений, т.к. проверка 

возможности движения на каждом отрезке может выполняться в отдельном потоке. Новизна: 

предложен новый метод планирования траектории на основе рекурсивного алгоритма итеративной 

кусочно-линейной аппроксимации. Разработана схема предложенного метода. Определен способ 

анализа на предмет возможности прямого движения между двумя состояниями точки при наличии 

препятствия. Практическая значимость работы заключается в актуальности применения 

предложенного метода в различных областях техники: планирование траектории движения 

мобильных роботов и автономных транспортных средств, системы управления антропоморфными 

и промышленными манипуляторами, управление технологическими процессами в задачах поиска 

траектории движения и другие. 

 

Ключевые слова: планирование траектории, траектория, рекурсия, аппроксимация, 

численный метод, кусочно-линейная функция, обход препятствия, режим реального времени. 
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Актуальность 

В ходе управления различными объектами или процессами в динамиче-

ских средах является актуальной задача синтеза траектории перевода объекта 

из некоторого исходного состояния, в целевое, путем изменения его координат 

в некотором конечномерном пространстве. 

Данная задача известна в литературе как задача «планирования траекто-

рии». Критерием оптимальности найденного решения обычно является мини-

мизация расстояния или времени перехода между состояниями. Дополнитель-

но, задача усложняется наличием «препятствий» в рассматриваемом многомер-

ном пространстве. 

В литературе широко освещены два подхода к планированию траекто-

рии [1] – подход на основе теории графов, а также сплайновая интерполяция. 

Первый подход сопряжен с большой вычислительной сложностью, а второй – 

со сложностью выбора опорных точек, излишним движением при их малом 

числе, и сложностью вычислений при большом. 

В работе [2] отображены преимущества использования метода кусочно-

линейной аппроксимации для решения задач оптимального управления на ос-

нове симплексного метода и метода последовательных итераций. Разработан 

алгоритм для решения краевых нелинейных задач управления. 

В диссертационном исследовании [3] рассмотрено планирование траекто-

рий движения многозвенного манипулятора в сложном трехмерном рабочем 

пространстве на основе эволюционных методов: генетического подхода, ком-

бинирования генетического подхода и метода имитации отжига, комбинирова-

ния генетического подхода и метода репульсионного роя частиц.  

Использование данных методов показывает, что средний процент дости-

жимости точек составляет 77, 81, 85% соответственно, при среднем времени 

поиска решения от 3 до 9 с, что не позволяет использовать данные методы в 

режиме реального времени. 

В статье [4] рассмотрены две экспериментальные платформы для тести-

рования систем управления и алгоритмов планирования движения в реальном 

времени. Для управления движением созданы контроллеры обратной связи, ко-

торые способны отслеживать опорные траектории на основе измерений датчи-

ков. Опираясь на эффективность отслеживания этих контроллеров, разработаны 

эффективные по времени опорные траектории движений. При этом данный 

данные экспериментальные платформы при поиске опорного движения генери-

руют большое количество вариантов перемещения, что негативно сказывается 

на эффективности выбранной траектории при работе с простыми препятствия-

ми. 

Быстрый и унифицированный метод поиска траектории движения робота 

с минимальным рывком с использованием оптимизации роя частиц рассмотрен 

в работе [5]. Траектория с минимальным рывком делает алгоритм управления 

роботом простым и надежным. Для поиска траектории движения с минималь-

ным рывком, была сформулирована проблема оптимизации траектории движе-

ния робота, ограниченная совместными параметрами узлов, включая начальное 

смещение и скорость смещения, промежуточное смещение сустава, конечное 

http://sccs.intelgr.com/
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смещение и скорость соединения. Для решения использовалась оптимизация 

роем частиц, в результате чего были найдены квазиоптимальные решения для 

траектории с минимальным рывком. 

Планирование траектории обхода препятствий для космических манипу-

ляторов на основе генетического алгоритма представлено в работе [6]. Предпо-

лагается, что в рабочем пространстве существует идеальная траектория, кото-

рая может быть описана двумя разделами сплайновой кривой высокого порядка 

и удовлетворяет всем динамическим характеристикам космического манипуля-

тора. Параметры точки соединения между двумя сплайн-траекториями могут 

влиять на искаженную форму двух траекторий в пространстве. Следовательно, 

манипулятор движется в соответствии с траекториями сплайнов и в то же время 

избегает всех препятствий. Оптимальная траектория обхода препятствий с ко-

роткой длиной и минимальным временем движения в совместном пространстве 

планируется с помощью генетического алгоритма, а динамические характери-

стики манипулятора удовлетворяют требованиям позиционирования. Модели-

рование выполняется на платформе имитатора космического манипулятора. Ре-

зультаты показывают, что метод является стабильным и эффективным, а гене-

рируемая траектория удовлетворяет особым требованиям к производительности 

космического манипулятора. 

В статье [7] представлено несколько практических алгоритмов планиро-

вания движения манипуляторов мобильных роботов. Алгоритмы реализованы 

на основе генерации графа траектории движения, который учитывает вычисли-

тельные и временные ограничения вычислительной системы робота. Алгоритм 

генерации траектории использует локальные поисковые графы на основе эври-

стического поиска, формирующиеся с учетом информации об окружающей 

среде для обхода препятствий в объемном пространстве.  

Метод генерации и корректировки траектории для манипуляторов робо-

тов рассмотрен в публикации [8]. Для планирования траектории манипуляторов 

служебных роботов в условиях с препятствиями предлагается метод генерации 

и корректировки траектории при работе человека с роботом. Подход предна-

значен для создания траектории манипулятора аналогичной движению челове-

ка на основе динамической модели примитивного движения. Далее происходит 

искажение траектории движения, вызванное высокой степенью подвижности 

манипулятора. В процессе искажения генерируется трехмерная траектория, ис-

пользуя формулы вращения Родригеса. Эксперименты с обходом препятствий 

подтверждают гибкость предлагаемого подхода, который может адаптировать-

ся к сложной повседневной среде с несколькими видами препятствий. 

В работе [9] представлен алгоритм решения обратной задачи кинематики 

избыточного манипулятора в ограниченном пространстве. В алгоритме вводит-

ся виртуальный отталкивающий крутящий момент, налагаемый топологической 

структурой робота и препятствием. Метод вычисляет кратчайшие расстояния 

между границами шарниров манипулятора и препятствиями. Связь манипуля-

тора и препятствия моделируется эллипсоидами, для оценки минимальных рас-

стояний между препятствиями и звеньями манипулятора.  
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В работах [10-13] исследованы методы планирования траектории движе-

ния манипулятора на основе методов потенциальных полей, копирования и 

обучения естественной оптимизации движения руки человека, аналитического 

подхода с использованием матриц Якоби, кривых Безье и др. Однако отсут-

ствие критериев остановки при генерации траектории требует высокой произ-

водительности вычислительной системы. 

В работах [14-15] рассмотрены методы планирования траектории движе-

ния гиперизбыточных манипуляторов на основе оптимизации генетическим ал-

горитмом и вариационного исчисления, из-за чего предлагаемые методы нельзя 

использовать в режиме реального времени. 

Использование генетических алгоритмов для решения задач поиска тра-

ектории движения манипуляторов описана в статье [16] о прямом подходе к 

решению задач планирования траектории с учетом динамики в сложных усло-

виях. Предложенная методика позволяет получить гладкие траектории для 

промышленных роботов в сложных средах с использованием прямого метода.  

В изложенных работах [1-16] планирование траектории движения пред-

ставлено для манипуляторов и аналогично решаемой задаче планирования 

движения точки в пространстве. Представленные методы обладают высокой 

вычислительной сложностью, либо не позволяют найти траекторию, оптималь-

ную по длине пути, что не позволяет использовать их в системах, где необхо-

димо планирование траектории в режиме реального времени с условием мини-

мизации перемещения. 

 

Постановка задачи 

Целью данной статьи является решение задачи планирования траектории 

с учетом минимизации перемещений в режиме реального времени. 

Для формальной постановки и решения задачи в работе введены обозна-

чения, представленные в таблице 1. 

 

Таблица 1 – Обозначения 

Обозначение Физический смысл обозначения 

n  – размерность рассматриваемого пространства 

1 2{ , ,..., }Н Н Н НnX x x x  – координаты точки в начальном состоянии 

1 2{ , ,..., }К К К КnX x x x  – координаты точки в конечном состоянии 

1 2{ , ,..., }nO o o o  – координаты центра препятствия 

R  – радиус препятствия 

d  – минимальное расстояние траектории до центра препят-

ствия 

ПX  – промежуточное состояние 

ДX  – дополнительное состояние 

h  – параметр изломанности траектории 

 

Суть планирования заключается в поиске траектории, переводящей объ-

ект из начального состояния в конечное, в обход препятствия. 

http://sccs.intelgr.com/
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Ограничимся рассмотрением таких случаев, когда препятствие одно и 

может быть аппроксимировано многомерной сферой. 

Исходными данными для задачи являются векторы значений координат в 

начальном и конечном положении: 

1 2{ , ,..., }Н Н Н НnX x x x , (1) 

1 2{ , ,..., }К К К КnX x x x , (2) 

а также информация о препятствии, аппроксимированном гиперсферой, в виде 

её центра и радиуса: 

1 2{ , ,..., },nO o o o R . (3) 

Для достижения поставленной цели необходима разработка низкозатрат-

ного по вычислительным ресурсам метода, который позволит производить пла-

нирование траектории в режиме реального времени. 

Для определенности рассмотрим случай планирования траектории в дву-

мерном пространстве, вследствие удобства визуализации, а затем покажем воз-

можность распространения предложенного метода на многомерный случай. 

Постановка задачи для двумерного пространства имеет вид, изображенный на 

рис. 1. 

 

Численный метод планирования траектории 

Для решения поставленной задачи предлагается численный метод плани-

рования траектории, заключающийся в аппроксимации траектории кусочно-

линейной функцией и последовательном увеличении количества её отрезков до 

тех пор, пока все ограничения по обходу препятствия не будут выполнены. 

Данный метод основан на рекурсивном алгоритме. 

На его вход подаются данные о начальном и конечном состоянии, а также 

информация о препятствии, приведенные в постановке задачи. 

 

O

R

XН XК

Начальное

состояние

Конечное

состояние

Препятствие

Траектория обхода 

препятствия

 
Рис. 1. Исходные данные задачи 
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В теле рекурсии проверяется возможность движения из исходного состо-

яния в конечное по траектории, состоящей из одного отрезка, т. е. прямое дви-

жение, приведенное на рис. 2. 

 

O

R

XН XК

d

d > R

Начальное

состояние

Конечное

состояние

Препятствие
 

Рис. 2. Прямое движение возможно 

 

Если прямое движение возможно, данный отрезок добавляется к траекто-

рии, получаемой на выходе. 

В случае же пересечения траекторией 
Н КX X  препятствия, как показано на 

рис. 3, находится промежуточное состояние 
ПX  с наименьшим расстоянием d  

до центра препятствия и вводится дополнительное состояние ДX , полученное 

путем перемещения точки 
ПX  «наружу» окружности препятствия, с некоторым 

«запасом» h . 

 

O
d

R

XН XК

XД

h

XП

Начальное

состояние

Конечное

состояние

Препятствие
 

Рис. 3. Введение дополнительного состояния 

 

Затем исходная задача разбивается на две – планирование траектории для 

перемещения из 
НX  в ДX , и из ДX  в 

КX . Для каждой из них вызывается следу-

ющая итерация рекурсии. 
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На каждой итерации рекурсии вводятся дополнительные состояния до тех 

пор, пока на каждом отрезке траектории не будет выполняться критерий обхода 

препятствия. 

Рассмотрим методики для выполнения всех приведенных выше действий. 

Множество точек пространства, лежащих на отрезке 
Н КX X  может быть 

описано с помощью параметрической функции: 

( ) (1 ) , [0,1]Н Кf X X         . (4) 

Выполнение критерия обхода препятствия означает, что наименьшее рас-

стояние d  между точками отрезка и центром препятствия превышает его ради-

ус, т. е.: 

 
[0,1]

( )mind O f R





   . (5) 

Данное высказывание проиллюстрировано на рис. 2. 

Для нахождения данной величины можно воспользоваться следующей 

методикой. 

Пусть имеется траектория в виде отрезка 
Н КX X  и окружность с центром в 

точке O  и радиусом R . Рассмотрим плоскость, проходящую через точки 

, ,Н КX X O  (рис. 4). В данной плоскости проведем перпендикуляры через точки 

НX  и 
КX , перпендикулярно отрезку 

Н КX X , которые делят плоскость на области 

 ,  ,  , как показано на рис. 4. 

Очевидно, что в случае нахождения центра окружности в области  , 

например, в точке 
1O , наименьшее расстояние от центра окружности до точек 

отрезка 
Н КX X  равно длине отрезка 

1 НO X . 

Аналогично, для области   данное расстояние равно длине отрезка 
3 КO X . 

В случае нахождения центра окружности в области  , например, в точке 

2O , минимальное расстояние равно расстоянию между данной точкой и прямой, 

проходящей через отрезок 
Н КX X . Данное расстояние может быть найдено как 

расстояние между точкой и прямой: 

2Н К Н

Н К

X X X O
d

X X


 . (6) 

Таким образом, задача сводится к определению области нахождения цен-

тра окружности препятствия. 

В случае нахождения центра окружности в области  , включая раздели-

тельный перпендикуляр, угол между векторами Н КX X  и 1НX O  неострый, таким 

образом, скалярное произведение 1Н К НX X X O  неположительно. 

Аналогично, для области  , включая разделительный перпендикуляр, 

скалярное произведение 2Н К КX X X O  неотрицательно. 
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O1

O2

O3

  

X н X к

 
Рис. 4. Варианты расположения центра окружности препятствия 

 

Таким образом, минимальное расстояние от точек отрезка 
Н КX X  до цен-

тра окружности O  в выражении (5) может быть найдено по формуле: 

2

, 0,

, 0 0,

, 0.

Н Н К Н

Н К Н

Н К Н Н К К

Н К

К Н К К

X O если X X X O

X X X O
d если X X X O и X X X O

X X

X O если X X X O

  

 

    



 


 (7) 

Тогда критерий успешного обхода препятствия принимает вид: 

d R . (8) 

Рассмотрим введение дополнительного состояния ДX . 

Для нахождения координат данного состояния, как показано на рис. 3, 

необходимо отложить от точки O  вектор Пk OX  такой, чтобы выполнялось 

условие: 

Пk OX R h   . (9) 

Для нахождения точки 
ПX  и, соответственно вектора ПOX , отложим от 

точки 
НX  вектор Н ПX X , который может быть найден по формуле: 

Н Н К
Н П Н К

Н К

X O X X
X X X X

X X


  . (10) 

Коэффициент k  может быть найден из уравнения (9). 

Схема предлагаемого метода приведена на рис. 5. 

Предлагаемый метод описан на примере планирования траектории в дву-

мерном пространстве. Однако все формулы и выкладки справедливы и для про-

странств с большей размерностью, что позволяет применять разработанный ме-

тод для пространств с любой размерностью. 
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Запуск следующей итерации с 

наборами данных

Предположение о возможности 

прямого движения по траектории

Ввод исходных данных: 

Ввод дополнительного состояния

Да

Нет

, , ,Н КX X O R

Н КX X

Расчет минимального расстояния 

до препятствия

d

?d R
Добавление текущего отрезка к 

траектории, выход из рекурсии

ДX

( , , , ) ( , , , )Н Д Д КX X O R и X X O R

 
Рис. 5. Схема метода планирования кусочно-линейной траектории 

 

Анализ гибкости и практической применимости метода 

Данный метод обладает гибкостью, которая достигается за счет варьиро-

вания введенного ранее параметра h . Его увеличение делает траекторию объек-

та более «угловатой» за счет уменьшения количества промежуточных состоя-

ний, что уменьшает вычислительные затраты на планирование траектории, но 

также увеличивает длину пути, уменьшая при этом скорость перемещения. 

Уменьшение параметра h  наоборот, уменьшает длину пути, увеличивает 

скорость и делает траекторию более «гладкой», но также увеличивает вычисли-

тельную сложность, так как увеличивается количество промежуточных состоя-

ний. Иллюстрирует данное высказывание рис. 6 на котором схематично приве-

дены траектории обхода препятствия при различных значениях параметра h  

При значении 0h   применение предложенного метода недопустимо, т. к. тра-
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ектория вырождается в гладкую кривую, а количество дополнительных состоя-

ний стремится к бесконечности. 

 

a) б)

XН XК XН XК

h

O

R
O

R

h

Препятствие
 

Рис. 6. Влияние параметра h  на плавность траектории:  

а) большее значение; б) меньшее значение 

 

Время расчета траектории может быть уменьшено за счет применения па-

раллельных вычислений. Проверка возможности движения на каждом отрезке 

может выполняться в отдельном потоке. 

Предложенный метод может применяться в различных областях техники: 

планирование траектории мобильных роботов и автономных транспортных 

средств, системы управления промышленными и антропоморфными манипуля-

торами, управление технологическими процессами и т. п. 

Данный метод может быть модифицирован для планирования траектории 

обхода препятствий более сложной формы, чем сфера, а также их большего ко-

личества. Также, необходимо провести исследования о возможности примене-

ния метода в динамически изменяющихся средах.  

 

Выводы 

В данной статье предложен численный метод планирования траектории 

движения точки в пространстве на основе кусочно-линейной аппроксимации 

путем итеративного введения дополнительных промежуточных состояний. 

Анализ современных источников литературы [1-16] указывает на слож-

ность при разработке систем планирования траектории движения точки на 

примерах планирования траектории движения манипуляторов для работы в ре-

жиме реального времени, а существующие методы обладают высокой вычисли-

тельной сложностью. 

В основе работы используется метод планирования траектории на основе 

итеративной кусочно-линейной аппроксимации траектории движения точки в 

обход препятствия. Разработанный способ для определения невозможности 

прямого движения между двумя состояниями точки при наличии препятствия и 

критерии ввода промежуточных состояний обеспечивают успешный обход 

препятствий, представленных в виде одной гиперсферы. Приведенная схема 
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метода планирования кусочно-линейной траектории обеспечивает высокую 

скорость поиска и генерации вычисляемой траектории. 

Проведенный анализ гибкости метода показал, что он может быть ис-

пользован для генерации траектории движения с различным количеством про-

межуточных точек, что при дальнейшем развитии метода позволит проводить 

оптимизацию планирования траектории по различным критериям: вычисли-

тельные затраты, длина траектории и т. п. 

Предлагаемый численный метод можно использовать в режиме реального 

времени за счет его низкой вычислительной сложности, что позволяет свести к 

минимуму оборотное время, от момента передачи задания и до момента завер-

шения его выполнения.  

Представленный численный метод может быть использован в таких обла-

стях науки и техники как планирование траектории движения мобильных робо-

тов и автономных транспортных средств, систем управления антропоморфны-

ми и промышленными манипуляторами, управления технологическими процес-

сами и др. 
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Numerical method of planning a trajectory of pass obstacles 

based on an iterative piecewise-linear approximation 

 

V. O. Antonov, M. M. Gurchinsky, V. I. Petrenko, F. B. Tebueva 

 
Purpose. Known methods for planning a trajectory have a high computational complexity or cannot 

find a trajectory with a minimum length. This feature does not allow using them in systems where trajectory 

planning with a minimum length in real time mode is required. The aim of the paper is to solve the problem 

of planning the trajectory of a point between two states to bypass an obstacle, with a small computational 

complexity for real-time mode operation. Methods. The article proposes a numerical method for planning a 

trajectory based on iterative linear-piece approximation of a trajectory. The method analyzes the possibility 

of moving along a straight line from the initial state to the final state, using analytical geometry. If a straight 

trajectory crosses an obstacle, an additional state is introduced by displacing the worst point of the trajecto-

ry from the center of the obstacle. Then, these actions are recursively repeated for movement from the initial 

state to the additional state, and from the additional state to the final state. The criterion for stopping recur-

sion is the ability to move on each linear section of the trajectory bypassing the obstacle. Results. The pro-

posed numerical method, based on iterative piecewise linear approximation, makes it possible trajectory 

planning for the point bypass an obstacle. The method can be used for real-time mode operation due to the 

simplicity of the executed operations. The method can be used even for a large number of iterations, if paral-

lel calculations are used (analysis of the possibility of movement on each segment can be performed in dif-

ferent threads). Novelty. The new method for planning a trajectory based on a recursive algorithm of itera-

tive piecewise-linear approximation is proposed. The scheme of the proposed method is developed. Devel-

oped a method for analyzing the possibility of direct movement between two states of a point in a circumven-

tion. Practical relevance. The proposed method of planning the trajectory can be used in various fields of 

technology: planning the trajectory of mobile robots and autonomous vehicles, anthropomorphic and indus-

trial manipulator control systems, trajectory planning tasks in process control, and others. 

 

 Keywords: trajectory planning, trajectory, recursion, approximation, numerical method, piecewise 

linear function, obstacle bypass, real-time mode. 
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