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Поисковые алгоритмы условной псевдобулевой оптимизации 

 

Антамошкин А. Н., Масич И. С. 

 
Постановка проблемы: рассматриваются задачи оптимизации вещественных функций 

бинарных переменных – так называемые задачи псевдобулевой оптимизации. В большинстве 

практических задач на комбинации значений переменных накладываются ограничения, сужающие 

множество допустимых значений управляющих переменных. В то же время эти ограничения, как и 

сама целевая функция, зачастую обладают конструктивными свойствами, учет которых в процессе 

оптимизации способен повысить эффективность решения таких задач. Кроме того, во многих 

реальных задачах оптимизации часть функций (критерии и ограничения), либо все функции, заданы 

алгоритмически, что делает невозможным применение к ним стандартных алгоритмов и требует 

разработки поисковых процедур оптимизации. Цель работы – обоснование, построение и 

исследование методов решения задач условной псевдобулевой оптимизации с алгоритмически 

заданными функциями. Используемые методы: исследуются свойства пространства булевых 

переменных и выявляются закономерности поведения псевдобулевых функций в пространстве 

булевых переменных. Разрабатываются точные регулярные алгоритмы, реализующие свойства 

конкретных классов задач. При построении регулярных алгоритмов рассматриваются классы 

унимодальных, монотонных и структурно монотонных псевдобулевых функций. Для задач больших 

размерностей исследуются алгоритмы оптимизации на основе метода случайного поиска, 

осуществляющие поиск среди граничных точек допустимой области. Результаты: разработаны 

новые точные алгоритмы с аналитическими оценками трудоемкости для решения задач условной 

псевдобулевой оптимизации, реализующие информационную сложность классов задач. Также 

построены новые приближенные алгоритмы для условной оптимизации монотонных псевдобулевых 

функций с большим числом переменных. Практическая значимость: разработанные алгоритмы 

применимы для решения любых практических задач, сводящихся к задачам оптимизации 

псевдобулевых функций. Так, решена задача оптимизации загрузки производственных мощностей 

литейного производства. Разработанные алгоритмы применяются для нахождения логических 

закономерностей (используемых для построения классификаторов) в данных, что представляет 

собой задачу условной псевдобулевой оптимизации большой размерности. 

 

Ключевые слова: псевдобулевые функции, оптимизация, случайный поиск, гриди алгоритм, 

регулярный алгоритм оптимизации. 

 

Введение 

Вещественные функции, определенные на множестве булевых 

переменных, по аналогии с булевыми функциями принято называть 

псевдобулевыми [1]. Соответственно, задачи оптимизации псевдобулевых 

функций называются задачами псевдобулевой оптимизации. 

Многие проблемы в экономике, банковском деле, промышленности, а 

также проблемы управления сложными техническими объектами приводят к 

необходимости решения задач условной оптимизации с булевыми 

переменными. В работе [2] рассматривается проблема автоматизации 

планирования товарного ассортимента торговых предприятий, которая 

сводится к решению многокритериальной задачи псевдобулевой оптимизации с 

ограничениями. Задача нахождения набора кредитных заявок (задача 

формирования кредитного портфеля банка) решается как поток задач условной 

оптимизации псевдобулевых функций [3]. Большое внимание в последнее 

время уделяется задаче оптимального проектирования структуры 
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отказоустойчивых систем управления с использованием подхода 

мультиверсионного программирования, формулируемой в виде задачи 

условной псевдобулевой оптимизации [4, 5]. Для ее решения построен ряд 

оптимизационных моделей, в которых максимизируется критерий надежности с 

учетом стоимостного ограничения. Структура определяется набором булевых 

переменных, по которым и происходит максимизация критерия. В основном 

для решения таких задач нашли применение алгоритмы случайного поиска, 

например, алгоритмы схемы метода изменяющихся вероятностей [6]. В 

некоторых работах [7, 8] были предприняты попытки построения регулярных 

алгоритмов. 

Псевдобулевые функции играют важную роль в оптимизационных 

моделях в различных областях, таких как проектирование [9-12], теория 

надежности [13], теория вычислительных систем [14], статистика 

(классификация) [15-17], экономика [18, 19], финансы [20-22], менеджмент [23-

25], исследование операций [26], дискретная математика (оптимизация на 

графах [27, 28]), промышленность (календарное планирование и составление 

расписания [29-31]). 

Помимо задач оптимизации, псевдобулевые функции также появились во 

многих других моделях, представляющих интерес в настоящее время. Они 

составляют, к примеру, основной объект исследования в теории кооперативных 

игр, где они рассматриваются как характеристические функции игр с 

побочными платежами [32, 33]. Псевдобулевые функции встречаются в 

комбинаторной теории как функции ранга матроидов [34, 35] или как функции, 

связанные с определенными параметрами графа, такими как число 

стабильности, хроматическое число и т.д. [36-38]. 

Оптимизация псевдобулевых функций используется в распознавании 

образов, как при отборе информативных признаков [39-41], так и при 

построении классификаторов [42, 43]. 

 

Состояние проблемы 

Впервые задачи псевдобулевой оптимизации подробно исследовались в 

монографии [44]. В этой работе также были разработаны методы решения 

аналитически заданных задач псевдобулевой оптимизации. 

В работе [45] псевдобулевые функции рассматриваются как функции 

множеств, т.е. функции, отображающие семейство подмножеств конечного 

исходного множества во множество действительных чисел. 

Функции множеств зачастую a заданными алгоритмом, способным 

выдавать их значения для любого подмножества заданного конечного 

исходного множества. В некоторых задачах функция множества может быть 

определена аналитическим выражением, что является весьма благоприятным 

случаем. 

Явное задание функций множеств делает возможным применение 

большого числа методов для их анализа и оптимизации. Считается, что любая 

функция множеств, определенная на конечном исходном множестве, допускает 

аналитический способ задания. Однако в некоторых случаях определение 
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аналитического выражения может быть значительно более трудоемкой 

процедурой, чем решение исходной задачи. 

Эта работа сосредоточена на тех функциях множеств, которые 

определены на конечном исходном множестве, представляющем собой 

множество булевых переменных, и не имеют известного аналитического 

задания. Особое внимание уделено специальным классам – монотонные и 

унимодальные псевдобулевые функции. 

Известно несколько эффективных схем для решения задач, в которых 

целевая функция и ограничения заданы аналитическими выражениями. Это 

алгебраические методы [46-61] (наиболее известный - базовый алгоритм 

Хаммера [44, 45]), в том числе методы линеаризации [62-66], методы 

квадратичной оптимизации [67-72]; различные методы с применением 

релаксации [73]. 

В практических задачах очень часто целевая функция, а иногда и 

ограничения заданы алгоритмом или наблюдаются на выходе реальной 

системы [74]. Это обстоятельство исключает возможность практического 

применения стандартных процедур математического программирования, 

опирающихся на известную структуру и вид целевой функции и ограничений. 

Именно для таких случаев разрабатываются поисковые методы. 

Обратим внимание на общую структуру поискового метода [75, 76]. 

Алгоритм решения задачи оптимизации представляет собой последовательную 

процедуру, имеющую рекуррентный характер. Это означает, что процесс 

поиска состоит из повторяющихся этапов, каждый из которых определяет 

переход от одного решения к другому, лучшему, что и образует процедуру 

последовательного улучшения решения: 

...... 110  NN XXXX  

В этой последовательности каждое последующее решение в 

определенном смысле лучше, предпочтительнее предыдущего, т. е. 

1NN XX  , ,...2,1N  

Алгоритм поиска оптимального решения, таким образом, связывает 

следующие друг за другом решения. В простейшем случае 

)( 1 NN XFX , 

где F – алгоритм поиска, указывающий, какие операции следует сделать в 

одной точке 1NX , чтобы получить следующую NX , более предпочтительную. 

Рассмотрим специфику поискового алгоритма F. Вполне очевидно, что 

информации в точке 1NX совершенно недостаточно для перехода в другую, 

лучшую точку NX . Необходимо иметь информацию о поведении 

оптимизируемой функции )(Xf  и ограничения S в области точки 1NX . Без 

этого нельзя составить разумный алгоритм F, обеспечивающий условие 

улучшения.  

Поисковый алгоритм для решения оптимизационной задачи состоит 

обычно из двух этапов: сбор информации о поведении целевой функции и 

ограничений, часто посредством пробных шагов, и осуществление рабочего 
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шага. Возможны и отклонения от этой схемы, когда оба этапа совмещены и 

неразделимы, но при этом обязательно сохраняются. 

В оптимизации для функций, заданных алгоритмически, широкое 

распространение получили адаптивные поисковые процедуры [77-80] – 

эволюционные и генетические алгоритмы, алгоритм имитации отжига. Однако 

эти алгоритмы требуют настройки большого числа параметров, к тому же 

отсутствуют аналитические оценки точности таких алгоритмов. Большое 

распространение в последнее время получили стохастические и локально-

стохастические алгоритмы, разрабатываемые для конкретных классов 

задач [61, 81-84]. 

Для конкретных классов задач безусловной псевдобулевой оптимизации 

разработаны точные регулярные поисковые алгоритмы, в том числе и 

неулучшаемые [85-88]. В частности, точное определение минимума 

произвольной строго монотонной унимодальной псевдобулевой функции 

требует вычисления значений функции в )1( n -ой точке пространства булевых 

переменных nB2 . 

Однако на практике редко встречаются задачи без ограничений. 

Существующие в настоящее время методы решения задач с ограничениями 

либо не имеют эффективных оценок трудоемкости (исключающих полный 

перебор), либо не имеют априорных оценок точности. Всевозможные методы 

решения задач с ограничениями на переменные различаются в значительной 

степени способами учета ограничений. Методы, связанные со сведением 

условной задачи к безусловной, т. е. методы типа штрафных функций, обычно 

не учитывают специфику ограничений и приводят к появлению других, не 

менее существенных трудностей типа овражности и многоэкстремальности 

штрафной функции [89, 90]. Поэтому необходима разработка методов, в полной 

мере учитывающих и выявляющих специфику и особенность ограничений. 

В задачах псевдобулевой оптимизации допустимое множество решений 

конечно, поэтому существует универсальный способ отыскания оптимального 

решения посредством полного перебора всех допустимых решений. Однако 

такой алгоритм поиска применим только в тех исключительных случаях, когда 

мощность множества допустимых решений сравнительно невелика. В 

интересных с практической точки зрения задачах, как правило, мощность 

множества допустимых решений быстро (например, экспоненциально) растет с 

увеличением размерности (объема исходных данных) задачи. Это приводит к 

тому, что в задачах реальной размерности количество допустимых решений 

становится величиной астрономического порядка, что делает перебор 

практически невозможным. Назначение теории задач псевдобулевой 

оптимизации – создание работоспособных в практическом смысле 

алгоритмических инструментов решения задач. 

Среди комбинаторных оптимизационных задач, частью которых 

являются и задачи псевдобулевой оптимизации, можно выделить 

полиномиально разрешимые и NP-трудные. Для каждой полиномиально 

разрешимой задачи известен по крайней мере один эффективный алгоритм ее 
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решения, то есть точный алгоритм, трудоемкость которого (время решения) 

ограничена сверху некоторым полиномом от размера входных данных задачи. 

Никакую NP-трудную задачу нельзя решить никаким известным 

полиномиальным алгоритмом. Во всяком случае, если бы существовал 

полиномиальный алгоритм решения какой-нибудь одной NP-трудной задачи, то 

существовали бы полиномиальные алгоритмы для всех NP-трудных задач. 

Более подробно с вопросами оценки сложности алгоритмов и теорией 

полиномиальной сводимости комбинаторных задач можно ознакомиться в 

монографиях [73, 91-93]. 

К сожалению, почти все естественные и интересные постановки задач 

условной псевдобулевой оптимизации оказываются NP-трудными, поэтому 

попытки построения точных и полиномиальных алгоритмов для этих задач 

вероятней всего обречены на неудачу. 

Рассмотрим наиболее известные методы, используемые в настоящее 

время для решения задач условной псевдобулевой оптимизации. Их можно 

подразделить на точные (комбинаторные) и приближенные. 

Точные методы, очевидно, являются всегда детерминированными, т.е. 

при одинаковых исходных данных задачи выдают одинаковый результат – 

оптимальное решение задачи. 

Метод ветвей и границ с использованием решения релаксированной 

задачи для получения нижних границ. Для этого метода необходимо получение 

значений функций вне точек целочисленной решетки, что ограничивает его 

применение для задач с неявным заданием функций. Кроме того, нет оценок 

трудоемкости алгоритмов, основанных на схеме метода ветвей и границ. 

Показано лишь, что существуют задачи, число ветвлений в которых (т.е. число 

решаемых релаксированных задач) незначительно отличается от полного 

перебора. 

Метод динамического программирования получил большое 

распространение при решении аддитивных (сепарабельных) задач 

математического программирования. Основу этого метода составляет принцип 

оптимальности Беллмана. Смысл этого принципа состоит в том, что 

оптимальная стратегия при любом первоначальном состоянии и любом 

первоначальном решении предполагает, что последующие решения должны 

быть определены относительно состояния, полученного в результате 

предыдущего решения. Алгоритм динамического программирования при 

решении задачи линейного целочисленного программирования имеет 

псевдополиномиальные оценки трудоемкости. Но этот метод не нашел 

применения при решении задач с алгоритмически заданными функциями. 

Алгебраические методы: базовый алгоритм Хаммера для решения задач 

линейного программирования с булевыми переменными и его модификации, 

алгоритмы квадратичной оптимизации для решения задач квадратичного 

программирования с булевыми переменными, методы линеаризации, 

позволяющие решать задачи оптимизации нелинейных псевдобулевых 

функций. Эти методы предназначены для задач с аналитически заданными 

целевыми функциями и ограничениями. Алгебраические методы в наиболее 
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полной мере используют структуру заданных функций, составляющих 

постановку задачи. В основном эти алгоритмы рассматривают задачи 

безусловной псевдобулевой оптимизации и задачи условной оптимизации с 

линейными и квадратичными псевдобулевыми целевыми функциями и 

ограничениями.  

Аппроксимационно-комбинаторные методы решения задач 

псевдобулевой оптимизации. Эти методы основаны на построении 

аппроксимирующей функции для целевой функции на множестве допустимых 

значений. Использование такого подхода принципиально затруднено при 

алгоритмическом задании целевых функций и ограничений. 

Точные поисковые алгоритмы псевдобулевой оптимизации, не 

требующие аналитического задания функций, были построены для решения 

произвольных задач безусловной псевдобулевой оптимизации. Эти алгоритмы 

в наиболее полной мере учитывают специфику решаемых классов задач и 

являются существенно не улучшаемыми. Одной из основных задач данной 

работы является построение точных поисковых алгоритмов для решения задач 

условной псевдобулевой оптимизации. 

Рассмотрим основные аспекты разработки и исследования приближенных 

алгоритмов дискретной и псевдобулевой оптимизации [94-97]. 

Как уже отмечалось выше, интересующие нас задачи являются NP-

трудными. Это означает, что построение точных полиномиальных алгоритмов 

невозможно. Одним из основных направлений исследования таких задач 

является построение приближенных алгоритмов с априорными оценками их 

точности. Такие алгоритмы не для всякой индивидуальной задачи находят 

оптимальное решение, но всегда отыскивают допустимое решение задачи, 

которое удовлетворяет некоторым требованиям по точности, установленными 

еще до получения приближенного решения. 

Существуют два наиболее распространенных подхода к анализу 

приближенных алгоритмов и определению их точности: анализ поведения в 

худшем случае и вероятностный анализ поведения алгоритма. При анализе в 

худшем случае оценивается погрешность алгоритма на наихудшей из 

возможных индивидуальной задаче, а в случае вероятностного анализа 

предполагается, что на множестве индивидуальных задач задано некоторое 

вероятностное распределение и оценивается математическое ожидание 

погрешности алгоритма на этом распределении.  

Необходимость разработки приближенных алгоритмов связана также с 

тем, что существуют задачи дискретной оптимизации, для нахождения точного 

решения которых необходимо перебрать все допустимые решения задачи, т.к. 

одно допустимое решение не имеет никаких априорных преимуществ перед 

другим. Таким образом, для решения таких задач нет каких-либо точных 

процедур кроме полного перебора множества допустимых решений. Одной из 

подобных задач является задача вида 
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допустимых решений. К данному виду сводится, например, задача выбора 

системы информативных факторов [6, 39-40, 98, 99]. 

 

Свойства псевдобулевых функций 

Определение 1. Псевдобулевой функцией называют вещественную 

функцию на множестве булевых переменных: 1
2: RBf n  , где  1,02 B , 

2222 BBBBn   . [85]. 

Псевдобулевые функции можно рассматривать как функции множеств 

[45]. Так как существует взаимно однозначное соответствие между 

подмножествами множества },...,2,1{ nN   и элементами 
nB2 , то любая 

псевдобулевая функция может быть интерпретирована как вещественная 

функция множеств, определенная на P(N), показательном множестве 

множества },...,2,1{ nN  , т.е. ставит вещественное число в соответствии 

каждому подмножеству конечного множества. Интерпретация псевдобулевой 

функции f как функции множеств выделяет тот факт, что значения f получены 

некоторым неявным путем. 

Любая псевдобулевая функция ),...,( 1 nxxf  может быть единственным 

образом представлена как мультилинейный полином вида  


 kAi

i

m

k
kn xccxxf

1
01 ),...,( , (1) 

где mccc ,...,, 10  – вещественные коэффициенты, mAAA ,...,, 21  – непустые 

подмножества },...,2,1{ nN   [45]. 

Кроме того, любая псевдобулевая функция может быть представлена в 

виде 















 kk Bj

j
Ai

i

m

k
kn xxbbxxf

1
01 ),...,( , (2) 

где mbbb ,...,, 10  – вещественные коэффициенты, jj xx 1 , nj ,1 . Если 0kb , 

mk ,1 , то выражение (2) является позиформой функции f. Любая 

псевдобулевая функция может быть записана в виде позиформы. 
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Другие представления псевдобулевых функций представлены в 

работах [100, 101]. 

Таким образом, любую псевдобулевую функцию теоретически можно 

записать в виде алгебраического выражения. Однако при нелинейности ( 0kc  

при 1kA  в выражении (1) или 0kb  при 1 kk BA  в (2)) запись функции 

в явном виде может потребовать вычисления функции в точках, количество 

которых экспоненциально растет с ростом размерности n, и, соответственно, 

может являться более трудоемкой задачей, чем оптимизация алгоритмически 

заданной функции. Это обуславливает необходимость изучения свойств 

псевдобулевых функций, не имеющих явного задания, и разработки поисковых 

алгоритмов оптимизации. 

Введем основные определения и понятия [85]. 

Определение 2. Точки nB,XX 2
21   назовем k-соседними, если они 

отличаются значением k координат, nk ,1 . 1-соседние точки будем называть 

просто соседними.  

Определение 3. Множество )(XOk , nk ,0 , всех точек 
nB2 , k-соседних к 

точке X , назовем k-м уровнем точки X . При этом XXO )(0 . 

Лемма 1. k
nk

n CXOcardBX  )( :2 , где k
nC  – число сочетаний из n по k. 

Лемма 2. 
n

k
k

nn XOBBX
0

22 )(:


 . 

Таким образом, множество всех точек 
nB2  можно представить в виде 

последовательности уровней )(XOk , nk ,0 , какой-либо точки X, каждый из 

которых состоит из k
nC  точек (рис. 1). 

 
 

    1111 

    1011     1101     1110     0111 

    0000 

    0010     0100     1000     0001 

    1001     0110     1010     0101     0011     1100 

 
Рис. 1. Условное графическое представление пространства nB2 , n=4 
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Лемма 3. )(XOX k
k  , nBX 2 , nk ,0 : 

kXOXOcard kk   )}()({ 11 , 

knXOXOcard kk   )}()({ 11 . 

Определение 4. Множество точек nll BXXXXXW 2
100 },,,{),(    

назовем путем между точками 0X  и lX , если li ,,1  точка iX  является 

соседней к 1iX . 

Определение 5. Путь nl BXXW 2
0 ),(   между k -соседними точками 0X  и 

lX  назовем кратчайшим, если kl  . 

Определение 6. Множество nBA 2  назовем связным множеством, если 

AXX l  ,0  существует путь AXXW l ),( 0 . 

Определение 7. nBYX 2,   объединение всех кратчайших путей ),( YXW  

будем называть подкубом nB2  и обозначать ),( YXK . 

Для того чтобы определить, принадлежит ли точка подкубу, 

воспользуемся следующим свойством. 

Свойство 1. Точка nBZ 2  принадлежит подкубу ),( YXK , если ii xz   

для ii yxi  : . 

Лемма 4. nkBXXOX n
k

k ,0,),( 2  : 
N

l

k
lk XOXO

0
2 ),()(



  где 

},,min{ knkN   а l
kn

l
kk

k
l CCXOXOcard  ))()(( 2  Nl ,0 . 

Ниже рассматриваются понятия модальности и монотонности, на 

основании которых проводится классификация псевдобулевых функций, а 

также основные свойства выделяемых классов [85]. 

Определение 8. Точку nBX 2
*  , для которой )(),()( *

1
* XOXXfXf  , 

назовем локальным минимумом псевдобулевой функции f. 

Определение 9. Псевдобулевую функцию, имеющую только один 

локальный минимум, будем называть унимодальной на 
nB2  функцией. 

Определение 10. Унимодальную функцию f назовем монотонной на nB2 , 

если nkXOX k
k ,1),( *  : ),()( 1 kk XfXf   )()( 1

*
1

1 k
k

k XOXOX  
 , и 

строго монотонной, если это условие выполняется со знаком строгого 

неравенства. 

Определение 11. Унимодальную функцию f назовем разнозначной на nB2 , 

если для каждого кратчайшего пути ),( 0 lXXW , nBX 2
0  , *XX l  : 

)()( ji XfXf   при ji  , ),(, 0 lji XXWXX  , lji ,0,  . 

Определение 12. Произвольную унимодальную функцию f, для которой 

условие монотонности нарушается, по крайней мере, в одной точке nB2 , будем 

называть немонотонной на nB2 . 
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Определение 13. Путь nlf BXXW 2
0 ),(   назовем путем невозрастания 

функции f , если ),,(, 01 lfii XXWXX    )()(:,,2,1 1 ii XfXfli  , и 

путем убывания функции, если неравенство выполняется со знаком строгого 

неравенства. 

Замечание 1. Из определений 11 и 13 следует, что произвольная 

(разнозначная) функция монотонна (строго монотонна) на nB2 , если nBX 2  

все пути ее невозрастания (убывания), начинающиеся в точке 0X , являются 

кратчайшими до *X . 

Лемма 5. Для любой унимодальной на nB2  функции f в каждой точке 

}{\ *
2 XBX n  среди точек )(1

1 XOX j  , nj ,1 , существует, по крайней мере, 

одна точка 1

ij
X  такая, что )()( 1 XfXf

ij
 . 

Следствие 1. Если f – унимодальная на nB2  функция, то }{\ *
2 XBX n  

существует по крайней мере один путь ее невозрастания ),( *XXW f . 

Лемма  6. Если f – унимодальная на nB2  функция, то 

)(min)(min 1

)()( 0
1

10



 


 k
j

XOX

k
j

XOX

XfXf
k

k
jk

k
j

. 

Определение 14. Унимодальную немонотонную на nB2  функцию f назовем 

слабо немонотонной, если )( *XOX k
k  , nk ,1 , точка 1

minX  такая, что 

)(min)( 1

)(

1
min

1
1

j
XOX

XfXf
k

j

 , 

принадлежит )( *
1 XOk . 

Замечание 2. Из определения 14 следует, что необходимым и 

достаточным условием слабой немонотонности немонотонной на nB2  функции f 

является: nBX 2
0   путь ),( *0

min XXW f  – кратчайший. 

Определение 15. Унимодальную псевдобулевую функцию f назовем 

(строго) структурно монотонной, если для )( *XOX l , )( *XOY m , 

ml  , выполняется )()( YfXf   ( )()( YfXf  ). 

Определение 16. Псевдобулевая функция, имеющая более одного 

локального минимума, называется полимодальной на nB2  функцией. 

Замечание 3. Из определений 10 и 15 следует, что структурно-монотонная 

функция является монотонной функцией. 

Пример унимодальной и монотонной псевдобулевой функции дает 

следующая лемма. 

Лемма 7. Полином от булевых переменных  

 
 

m

j i
ijn

j

xaxx
1

1 ),...,( , 
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где },...,1{ nj  , является унимодальной и монотонной псевдобулевой 

функцией при 0ja , mj ,1 . 

 

Постановка задачи условной псевдобулевой оптимизации 
Формальная постановка задачи условной псевдобулевой оптимизации 

выглядит следующим образом: 

extrXf )( , (3) 

где  
1: RSf  , (4) 

а nBS 2  – некоторая подобласть пространства булевых переменных, 

определяемая заданной системой ограничений. 

В данной работе рассматривается задача вида 













,,1,)(

,max)(
2

mjHXA

XC

jj

BX n

 (5) 

где )(XC  и )(XAj  – псевдобулевые функции, обладающие некоторыми 

конструктивными свойствами (модальность, монотонность и т.п.). 

Задача (5) является NP-полной задачей дискретной оптимизации, т.е. ее 

нельзя решить никаким известным полиномиальным алгоритмом. 

Для простоты изложения результатов и описания работы алгоритмов в 

дальнейшем часто будем рассматривать задачу с одним ограничением 

HXA )( . (6) 

Рассмотрим свойства множества допустимых решений рассматриваемой 

задачи. 

Определение 17. Точка AY  является граничной точкой множества A , 

если существует (Y)OX 1 , для которой AX . 

Определение 18. Точку A )(XOY i
0  будем называть крайней точкой 

множества A  с базовой точкой Α0X , если )(XO(Y)OX i
0

11    

выполняется AX . 

Пример расположения крайних точек множества приведен на рис. 2. 

Определение 19. Ограничение, определяющее подобласть пространства 

булевых переменных, будем называть активным, если оптимальное решение 

задачи условной оптимизации не совпадает с оптимальным решением 

соответствующей задачи оптимизации без учета ограничения. 

В дальнейшем будем рассматривать ситуацию, когда ограничение (или 

система ограничений), определяющее допустимую область пространства 

булевых переменных, является активным. 

Свойство 2. Если ограничение является активным, то оптимальное 

решение принадлежит подмножеству граничных точек. 

Замечание 4. Обратное не верно. 
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Рис. 2. Условное представление пространства nB2 , n=4, )0,...,0(0 X  – 

пример расположения крайних точек 

 

Теорема 1. Если целевая функция является монотонной унимодальной 

функцией, а ограничение активно, то оптимальным решением задачи (5) будет 

точка, принадлежащая подмножеству крайних точек множества допустимых 

решений.  

Рассмотрим задачу (5) с одним ограничением (6). 

Теорема 2. Если функция ограничения (6) является унимодальной 

псевдобулевой функцией, то множество допустимых решений S задачи (5) 

представляет собой связное множество. 

Лемма 8. Количество крайних точек связного множества допустимых 

решений задачи (5)  
 2

max
n

nCss  , 

где  2n  – целая часть числа 2n . В случае maxss   все крайние точки 

расположены на 2n -ом уровне точки 0X  при четном n и на 2)1( n -ом (или 

2)1( n -ом) уровне при нечетном n. 

При решении практических задач с алгоритмически заданными 

функциями в отдельных частных случаях свойства функций можно 

идентифицировать исходя из некоторых априорных сведений. Но во многих 

встречающихся на практике задачах принадлежность функции к какому-либо 

классу вовсе не очевидна, поэтому необходимо проводить идентификацию 

свойств функций посредством осуществления пробных шагов. Только после 

этого возможно применение соответствующего поискового алгоритма. В [102, 

103] предлагается идентификация свойств псевдобулевых функций (заданных 

алгоритмически) посредством аппроксимации алгебраическими 

(квадратичными) полиномами. Свойства полиномов определяются исходя из 

значений их коэффициентов. Полинома второй степени достаточно для 
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описания рассматриваемых свойств. После того, как все функции 

идентифицированы, задачу можно решать соответствующим алгоритмом. 

 

Точные алгоритмы условной псевдобулевой оптимизации 

Для построения регулярных алгоритмов проведем классификацию задач 

условной псевдобулевой оптимизации, основанную на конструктивных 

свойствах целевых функций и ограничений [104]. 

Рассматриваются классы задач вида  












,)(

,max)(
2

HXA

XC
nBX   

в которых целевая функция )(XC  и функция )(XA , определяющая систему 

ограничений, обладают определенными конструктивными свойствами. 

При разработке регулярных алгоритмов рассматриваются следующие 

классы псевдобулевых функций: 

 унимодальная; 

 монотонная; 

 структурно монотонная. 

Всевозможным сочетанием классов целевых функций и классов функций 

ограничений получаются соответствующие классы задач условной 

псевдобулевой оптимизации. 

Из определений монотонности и структурной монотонности функций 

следуют свойства: 

Свойство 3. Если функция f монотонно возрастает от nBX 2
0  , то для 

любой точки nBY 2  выполняется: 

a) )()( YfXf   для всех ),( 0 YXKX  ; 

b) )()( YfXf   для всех ),( 1XYKX  . 

Свойство 4. Если функция f структурно монотонно возрастает от 
nBX 2

0  , то для любой точки )( 0XOY k  выполняется: 

a) )()( YfXf   для всех )( 0XOX l , kl  ; 

b) )()( YfXf   для всех )( 0XOX l , kl  . 

Рассмотрим свойства целевых функций и функций ограничений, 

принадлежащих перечисленным выше классам. Эти свойства необходимо 

учитывать при построении регулярных алгоритмов. 

В первую очередь рассмотрим свойства функций ограничений. 

Унимодальная функция ограничения имеет единственный минимум в 

точке nBX 2
0  . Обозначим )( 01 XOXX n . 

Согласно теореме 2 множество допустимых точек в этом случае является 

связным множеством. 
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Свойство 5. Из леммы 6 следует, что если функция )(XA  унимодальна и 

на уровне )( 0XOk  нет допустимых точек, то их нет на уровне )( 0XOl , где 

kl  . 

Следствие 2. Если функция )(XA  унимодальна и на уровне )( 0XOk  все 

точки являются недопустимыми или крайними, то на уровне )( 0XOl , где kl  , 

нет допустимых точек (рис. 3). 

 

 

недопустимые 

(или крайние) 

нет оптимального 

решения 

 
Рис. 3. Иллюстрация следствия 2 

 

Монотонная функция ограничения возрастает от точки nBX 2
0  . 

Свойство 6.  

a) eсли функция )(XA  монотонна и точка nBY 2  является допустимой 

(удовлетворяет ограничению HYA )( ), то любая точка ),( 0 YXKX   

является также допустимой; 

b) если функция )(XA  монотонна и точка nBY 2  является недопустимой 

(не удовлетворяет ограничению HYA )( ), то любая точка ),( 1XYKX   

является также недопустимой (рис. 4). 

Следствие 3. Если функция )(XA  монотонна и точка nBY 2  является 

крайней точкой, то любая точка ),( 0 YXKX   не является крайней точкой, а 

также любая точка ),( 1XYKX   не является крайней точкой (т.е. при поиске 

остальных крайних точек подкубы ),( 0 YXK  и ),( 1XYK  можно исключить из 

рассмотрения). 

Следствие 4. Если функция )(XA  монотонна и точки )( 0
1 1

XOX k  и 

)( 0
2 2

XOX k , 21 kk  , являются граничными точками, то на любом уровне 

)( 0XOk , 21 kkk  , существует хотя бы одна граничная точка. 

Структурно монотонная функция ограничения возрастает от точки 
nBX 2

0  . 
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недопустимое 

решение 

нет оптимального 

решения 

  

крайняя точка 

нет крайних точек 

нет крайних точек 

 
Рис. 4. Иллюстрации свойства 6 

 

Свойство 7.  

a) если функция )(XA  структурно монотонна и точка )( 0XOY k  является 

допустимой (удовлетворяет ограничению HYA )( ), то любая точка 

)( 0XOX l , kl  , является также допустимой; 

b) если функция )(XA  структурно монотонна и точка )( 0XOY k  

является недопустимой (не удовлетворяет ограничению HYA )( ), то любая 

точка )( 0XOX l , kl  , является также недопустимой (рис. 5). 

Следствие 5. Если функция )(XA  структурно монотонна, то возможен 

один из двух вариантов: 

a) существует такое K, nK 0 , что:  

)( 0XOX k , Kk  : HXA )( ; 

)( 0XOX k , Kk  : HXA )( ; 

в этом случае все граничные (а также крайние) точки принадлежат )( 0XOK ; 

b) существует такое K, nK 0 , что:  

)( 0XOX k , Kk  : HXA )( ; 

)( 0XOX k , Kk  : HXA )( ; 

)( 0XOX K : HXA )( ; )( 0XOX K : HXA )( ; 

в этом случае граничные (а также крайние) точки принадлежат 

)()( 0
1

0 XOXO KK  . 

Далее рассмотрим свойства целевых функций. 

Унимодальная целевая функция имеет единственный максимум в точке 

)( 01 XOXX n . 

Согласно свойству 2 оптимальное решение принадлежит подмножеству 

граничных точек. 
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недопустимое 

решение  

нет оптимального 

решения 

  

недопустимая  

нет крайних точек 

нет крайних точек 

допустимая 

(крайняя) 

 
Рис. 5. Иллюстрация свойства 7 

 

Свойство 8. Из леммы 6 следует, что если функция )(XС  унимодальна и 

решение, дающее наибольшее значение функции )(XС  на уровне )( 0XOk , 

является допустимым, то на уровне )( 0XOl , где kl  , нет оптимального 

решения (рис. 6). 
 

 

допустимая точка 

с наибольшим 

значением функ-

ции на уровне  

нет оптимального 

решения 

 
Рис. 6. Иллюстрация свойства 8 

 

Монотонная целевая функция возрастает от точки nBX 2
0  . 

Согласно теореме 1 оптимальное решение принадлежит подмножеству 

крайних точек. 

Свойство 9. Из свойства 3 следует, что если функция )(XC  монотонна и 

решение nBY 2  является допустимым (удовлетворяет ограничению HYA )( ), 

то в подкубе ),( 0 YXK  нет оптимального решения (рис. 7). 

Структурно монотонная целевая функция возрастает от точки nBX 2
0  . 

Свойство 10. Из свойства 4 следует, что если функция )(XC  монотонна и 

решение )( 0XOY k  является допустимым (удовлетворяет ограничению 

HYA )( ), то на уровне )( 0XOl , где kl  , нет оптимального решения (рис. 8). 
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допустимое 

решение 

нет оптимального 

решения 

 
Рис. 7. Иллюстрация свойства 9 

 

 

допустимое 

решение  

нет оптимального 

решения 

 
Рис. 8. Иллюстрация свойства 10 

 
Описанные свойства являются основой для построения регулярных 

алгоритмов поиска точных решений задач условной псевдобулевой 

оптимизации. 

Свойство монотонности довольно часто встречается у псевдобулевых 

функций в практических задачах оптимизации. Как видно из описанных выше 

результатов исследования свойств псевдобулевых функций, наличие свойства 

монотонности дает возможность значительно сократить перебор при поиске 

оптимального решения и построить эффективные алгоритмы оптимизации. 

Рассмотрим построение алгоритма оптимизации для случая, когда 

целевая функция )(XC  и функция ограничения )(XA  монотонно возрастают от 
nBX 2

0   [105]. Оптимальное решение принадлежит подмножеству крайних 

точек множества допустимых решений. Если решение nBY 2  является крайней 

точкой, то в подкубах ),( 0 YXK  и ),( 1XYK  крайних точек нет, и их можно 

исключить из рассмотрения при поиске остальных крайних точек (рис. 9). 

С применением этих свойств был построен описанный ниже регулярный 

алгоритм нахождения точного решения поставленной задачи. 

 

http://sccs.intelgr.com/


 
Системы управления, связи и безопасности  №1. 2016 

 Systems of Control, Communication and Security sccs.intelgr.com 
 

 

 
URL: http://sccs.intelgr.com/archive/2016-01/06-Antamoshkin.pdf 

 
 

 
 

120 

 

недопустимое 

решение 

нет оптимального 

решения 

допустимое 

решение 

нет оптимального 

решения 

 
Рис. 9. Исключаемые подкубы для случая монотонных функций 

 

На первом этапе поиска необходимо найти какую-либо одну граничную 

точку. Алгоритм начинает работу из точки 0X  (стартовая точка). Если эта 

точка не удовлетворяет ограничению, то задача не имеет решения. Берется 

любая допустимая точка )( 0
11 XOX   и принимается за стартовую. Если среди 

точек, соседних к 0X , нет допустимых, то решением задачи является 0X . 

Далее берется любая допустимая точка )()( 0
2112 XOXOX  . Если среди 

точек подмножества )()( 0
11 XOXO kk  , где )( 0XOX kk  , нет допустимых, то 

kX  является первой найденной граничной точкой. kXY 1 . 

Все точки подкубов ),( 1
0 YXK  и ),( 1

1 XYK  исключаются из дальнейшего 

рассмотрения. 

На следующем этапе поиска берется точка 1
0 \)( YXOX k . Если эта 

точка не удовлетворяет ограничению, то подкуб ),( 1XXK  исключается, и 

рассматривается точка из подмножества ),(\))()(( 1
00

11 YXKXOXO k . В 

противном случае, если точка X  допустима, и допустима хотя бы одна точка из 

подмножества ),(\))()(( 1
1

0
11 XYKXOXO k , то алгоритм переходит к этой 

новой точке. Если же X  допустима, но ни одна из точек )()( 0
11 XOXO k  не 

выполняет ограничение, то X  является граничной точкой, XY 2 . 

Далее процедура повторяется. 

Если после нахождения sY  подмножество 

)),(...),(),(...),((\)( 11
1

0
1

00 XYKXYKYXKYXKXO ssks
  пусто, то 

алгоритм прекращает поиск граничных точек. 

До данного момента алгоритм вычислял значения лишь функции )(XA  в 

рассматриваемых точках и сравнивал его с величиной H . 

После того как найдены граничные точки, в них вычисляются значения 

функции )(XC , и точка с наибольшим значением целевой функции 

принимается за оптимальное решение задачи условной оптимизации. 
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Алгоритм 1.  

1. Полагаем 1k ,  Ø, 0s , 0
0 XX  . Если HXA )( 0 , то задача не 

имеет допустимого решения. 

2. Выбираем   \))()(( 0
111 XOXOX kkk , для которого HXA k  )( 1 . 

Если для какого-либо )()( 0
11 XOXOX kk   не выполняется 

HXA )( , то ),( 1XXK . 

3. Если такой 1kX  существует, то 1 kk  и возвращаемся к п. 2. 

4. Принимаем 1 ss , ks XY  , ),(),( 10 XYKYXK ss  . 

5. Выбираем  \))()(( 2
0

smk YOXOX  таким образом, чтобы m было 

наибольшим, },min{1 knkm  . Если таких точек нет, то переходим 

к п. 11. 

6. Если HXA )( , то ),( 1XXK  и выбираем 

  \))()(( 0
11 XOXOX k , иначе переходим к п. 8. 

7. Принимаем XX  , 1 kk . Если HXA )( , то возвращаемся к п. 6. 

8. Если HXA )( , то выбираем   \))()(( 0
11 XOXOX k , для 

которого HXA )( . Если таких точек нет, то переходим к п. 10. 

9. Принимаем XX  , 1 kk  и возвращаемся к п.8. 

10. Принимаем 1 ss , XYs  , ),(),( 10 XYKYXK ss   и 

переходим к п. 5. 

11. Определяем оптимальное решение *X  из условия )(max)(
,1

*
i

si
YCXC


 . 

 

Теорема 3. Нахождение решения задачи условной псевдобулевой 

оптимизации с целевой функцией и ограничением, монотонно возрастающими 

от точки nBX 2
0  , в случае, когда все крайние точки sY  принадлежат )( 0XOk , 

k
nCs ,1 , требует просмотра kT  точек nB2 , 

1 k
n

k
n

k CCkT . 

Следствие 6. Оценка сверху трудоемкости алгоритма 1 

1
222

0
3

2
max






































n

n

n

n

n

k

nk
CC

n
TTT . 

Теорема 4. Для определения точного решения задачи условной 

псевдобулевой оптимизации с целевой функцией и ограничением, монотонно 

возрастающими от точки nBX 2
0  , в худшем случае (при максимально 

возможном количестве крайних точек) требуется просмотреть не менее 
    122  n

n
n

n CC  точек nB2 . 
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Замечание 5. В соответствии со следствием 6 и теоремой 4 алгоритм 3 

решения задачи условной псевдобулевой оптимизации с монотонными 

функциями является существенно не улучшаемым. 

Оценки трудоемкости сверху разработанных точных алгоритмов 

псевдобулевой оптимизации для задач с целевыми функциями и функциями 

ограничений, обладающих определенными конструктивными свойствами, 

обобщены в таблице 1 (при условии структурной монотонности функций 

ограничений) [106] 

 

Таблица 1 – Оценки трудоемкости сверху регулярных алгоритмов 

оптимизации, предназначенных для различных классов задач  

C(X)          A(X) монотонная 
немонотонная 

унимодальная 
полимодальная 

монотонная 
1

22

2


























n

n

n

n CC
n

 
1

22
1

2



























n

n

n

n

n

n CCC  
n2  

немонотонная 

унимодальная 
1

22
1

2



























n

n

n

n

n

n CCC  

1
22

1
2

2


































n

n

n

n

n

n CCC
n

 n2  

полимодальная n2  n2  n2  

 

Рассмотрим случай, когда система ограничений состоит из нескольких 

неравенств: 













.,1,)(

,max)(
2

mjHXA

XC

jj

BX n

 

Введем характеристическую функцию системы неравенств 





 


случае.  противном в ,1

,,1,)(,0
)(

mjHXA
X

jj
 

При 0)(  X  решение X удовлетворяет системе ограничений, а при 

1)(  X  решение X не выполняет хотя бы одно неравенство.  

Теорема 5. Если все функции )(XA j  системы ограничений являются 

монотонно возрастающими от точки 0X , то и функция )(X  является 

монотонной. 

Таким образом, вместо системы неравенств можно использовать 

неравенство 0)(  X  и решать задачу соответствующим алгоритмом. 
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Итак, рассмотрены различные классы задач условной псевдобулевой 

оптимизации и соответствующие алгоритмы. Оценивая эффективность 

регулярных алгоритмов в целом, можно заключить, что они гарантируют 

точное решение задачи условной оптимизации практически любых 

псевдобулевых функций с различными типами ограничений при средней 

трудоемкости меньшей, чем трудоемкость полного перебора. Алгоритм 1 в 

наибольшей мере учитывает свойства класса задач условной оптимизации, в 

которых целевая функция и ограничение представляют собой монотонные 

унимодальные псевдобулевые функции, и, таким образом, реализует 

информационную сложность данного класса задач и является неулучшаемым в 

этом смысле. 

Для применения регулярных алгоритмов необходимо предварительно 

соотнести задачу с одним из выделенных классов. Если нет никаких априорных 

сведений о свойствах псевдобулевых функций, заданных алгоритмически, 

необходимо провести процедуру идентификации свойств функций.  

 

Приближенные алгоритмы условной  

псевдобулевой оптимизации 

Теория алгоритмов указывает на то, что всякий алгоритм должен 

обладать свойством однозначности, т. е. при одинаковых исходных данных 

результат его работы должен быть одинаковым. Случайный поиск расширяет 

понятие алгоритма, допуская тем самым неоднозначность результата при 

одинаковых исходных данных. 

Естественно подразделить все возможные алгоритмы поиска на два 

класса: 

 детерминированные, регулярные алгоритмы поиска, обладающие 

указанным свойством однозначности; 

 недетерминированные (случайные, стохастические, вероятностные и 

т.д.) алгоритмы поиска, не обладающие свойством однозначности, 

результат работы которых имеет статистический характер. 

В работе [76] показано, что при решении дискретных задач оптимизации 

очень естественно использовать метод случайного поиска. Это связано с тем, 

что всякого рода градиентные представления, свойственные 

детерминированным методам, в дискретном случае теряют смысл. 

Случайный поиск как метод решения условной задачи отличается рядом 

преимуществ по сравнению с детерминированными методами. Здесь у 

случайного поиска имеется ряд возможностей, связанных со случайным 

характером поиска, которых в принципе не может иметь ни один 

детерминированный метод решения задачи. 

Одними из наиболее эффективных алгоритмов случайного поиска для 

задач безусловной псевдобулевой оптимизации (а также для задач условной 

оптимизации специального вида) являются алгоритмы метода изменяющихся 

вероятностей [6]. Однако для данной задачи эти алгоритмы не учитывают в 

полной мере специфику решаемой задачи.  
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Так как в условной задаче оптимальное решение находится среди 

граничных точек множества допустимых решений, то алгоритм оптимизации 

должен быть направлен на поиск именно граничных точек [107]. 

Рассмотрим задачу оптимизации монотонно возрастающей от точки 0X  

псевдобулевой функции при произвольном ограничении. Оптимальное решение 

в этом случае, как показано выше, принадлежит подмножеству крайних точек 

множества допустимых решений. 

Простейший алгоритм случайного поиска крайних точек состоит в 

следующем [108]. Поиск начинается из 0X . На каждом шаге алгоритм 

выбирает соседнюю точку на следующем уровне, двигаясь, таким образом, по 

пути возрастания целевой функции до границы допустимой области. При 

необходимости процедура повторяется несколько раз, и из найденных крайних 

точек выбирается лучшая. 

Рассмотренные выше два алгоритма на каждом шаге случайно выбирают 

допустимую точку на следующем уровне (если такая существует). Таким 

образом, при поиске граничных точек эти алгоритмы не учитывают значения 

целевой функции )(XC  и функции )(XA , кроме как для определения, 

удовлетворяет ли точка ограничению, и используют значения целевой функции 

лишь при сравнении найденных граничных точек (последний пункт алгоритма). 

Альтернативой случайному поиску граничных точек является регулярный 

алгоритм, использующий гриди эвристику [109]. 

Гриди алгоритмы являются интуитивными эвристиками, в которых на 

каждом шаге принимается решение, являющееся наиболее выгодным в данный 

момент, без учета того, что происходит на последующих шагах поиска [110]. 

Описанные выше и исследуемые далее схемы приближенных алгоритмов 

поиска граничных точек можно агрегировать в общую схему [111]. Для любой 

эвристики поиска граничных точек будем рассматривать пару алгоритмов – 

прямой и двойственный. Прямой алгоритм начинает поиск из допустимой 

области и движется по пути возрастания целевой функции, пока не найдет 

крайнюю точку допустимой области. Напротив, двойственный алгоритм ведет 

поиск в недопустимой области по пути убывания целевой функции, пока не 

найдет некоторого допустимого решения. 

Общая схема прямого алгоритма поиска 

1. Полагаем 0

1 XX  , 1i . 

2. В соответствии с правилом выбираем SXOXOX iii  )()( 1

0

1 . Если 

таких точек нет, то переходим к п. 3; иначе 1 ii  и повторяем шаг. 

3. Принимаем 1 iopt XX . 

Общая схема двойственного алгоритма поиска 

1. Полагаем )( 0

1 XOX n , 1i . 

2. В соответствии с правилом выбираем )()( 1

0

1 iini XOXOX   . Если 

SX i 1 , то переходим к п. 3; иначе 1 ii  и повторяем шаг. 

3. Принимаем 1 iopt XX . 
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Как видно из приведенных схем, прямой алгоритм находит крайнюю 

точку допустимой области, в то время как двойственный алгоритм находит 

граничную точку, которая может и не являться крайней. Поэтому для задач со 

связной областью допустимых решений прямой алгоритм в среднем находит 

лучшее решение, чем двойственный. Если же мы применим прямой алгоритм 

для задачи с несвязной допустимой областью, то полученное в результате 

решение может быть далеким от оптимального, так как на пути возрастания 

целевой функции допустимые и недопустимые решения будут чередоваться. 

Для таких случаев более пригоден двойственный алгоритм, для которого это 

чередование не играет никакой роли. Для улучшения решения, полученного 

двойственным алгоритмом, рекомендуется применять соответствующий 

прямой алгоритм. Такое улучшение на практике оказывается весьма 

значительным [112]. 

Рассматриваемые здесь алгоритмы поиска граничных точек отличаются 

друг от друга лишь правилом выбора следующей точки на шаге 2 общих схем. 

 

Правило 1. Случайный поиск граничных точек (СПГ) 

Точка 1iX  выбирается случайным образом. Каждая точка на следующем 

шаге может быть выбрана с равной вероятностью. При решении практических 

задач эти вероятности могут быть не равными, а вычисляться на основании 

специфики задачи до начала поиска. 

 

Правило 2. Гриди алгоритм 

Точка 1iX  выбирается из условия 

)(max)( 1

j

j
i XX   , 

где SXOXOX ii

j  )()( 1

0  для прямого алгоритма и 

)()( 1

0

iin

j XOXOX    для двойственного. 

Функция )(X  выбирается исходя из специфики задачи, например:  

целевая функция )()( XCX  , 

удельная ценность )()()( XAXCX   (для одного ограничения) и т.д. 

 

Правило 3. Адаптивный случайный поиск граничных точек (АСПГ) 

Точка 1iX  выбирается случайным образом в соответствии с вектором 

вероятностей 

),...,,( 21

i

J

iii pppP  , 

где J – количество точек, из которых производится выбор. 









J

l

l

j
i

j

X

X
p

1

)(

)(
, Jj ,1 , 

где SXOXOX ii

j  )()( 1

0  для прямого алгоритма и 

)()( 1

0

iin

j XOXOX    для двойственного. 
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Правило 4. Модифицированный случайный поиск граничных точек 

(МСПГ). 

Точка 1iX  выбирается из условия 

)(max)( 1

r

r
i XX   , 

где rX  – точки, выбранные по правилу 1, Rr ,1 ; R – задаваемый параметр 

алгоритма. 

 

Приведенные выше регулярные и стохастические алгоритмы переводят 

исходную задачу условной псевдобулевой оптимизации, являющуюся NP-

трудной, в задачу  




)(

)()(
*

*

Xf

XfXf
,  

принадлежащую классу P (полиномиально разрешима), где *X  – оптимальное 

решение, X   – приближенное решение. 

Разработанные приближенные алгоритмы (гриди алгоритмы и алгоритмы 

случайного поиска граничных точек) имеют полиномиальные оценки 

трудоемкости и поэтому предназначены, прежде всего, для решения задач 

большой размерности. Наиболее эффективной представляется следующая 

схема. На первом этапе задача решается гриди алгоритмом, а затем находятся 

несколько решений с помощью адаптивного случайного поиска; лучшее из 

найденных принимается за решение задачи. 

 

Выводы 

В процессе управления сложными техническими и организационными 

системами часто возникает необходимость оптимизации по определенным 

критериям посредством выбора наилучших значений управляемых переменных 

из области допустимых значений, определяемой рядом ограничений на 

переменные. Причем эти критерии и ограничения во многих встречающихся на 

практике случаях не удается записать в виде явных алгебраических выражений, 

т.е. они заданы алгоритмически, а упрощения моделей, такие как линеаризация, 

оказываются неприемлемыми для оптимизации при управлении сложными 

техническими системами. Это делает невозможным применение хорошо 

изученных методов математического программирования и соответствующих 

программных приложений. 

Следует отметить, что известные поисковые методы не учитывают 

особенности ограничений, да и целевых функций, наблюдаемые, как правило, в 

реальных задачах. Адаптивные поисковые алгоритмы типа генетических, к 

тому же, требуют подбора некоторого числа параметров, что возможно только 

при предварительном решении ряда однотипных задач и неприемлемо при 

единичном решении задачи, и не дают никакой гарантии об исключении 

полного перебора. 

Значительную часть в задачах дискретной оптимизации занимают задачи 

оптимизации с булевыми переменными. Строгая булевость – свойство, которое 
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часто встречается в практических задачах оптимизации. Задачам оптимизации с 

булевыми переменными, как с алгоритмическим, так и с алгебраическим 

заданием функций, многие исследователи уделяют особое внимание. В 

принципе, любая задача дискретной оптимизации сводится к псевдобулевой. 

Проблема повышения эффективности решения задач условной 

псевдобулевой оптимизации с алгоритмически заданными функциями является 

весьма актуальной. Наибольшая эффективность может быть достигнута путем 

выявления топологических свойств пространства булевых переменных и 

свойств псевдобулевых функций и их утилизации при построении 

математического аппарата решения выделенных классов задач. 

Разработанные алгоритмы оптимизации применимы для любых задач 

условной псевдобулевой оптимизации, возникающих в процессе управления 

сложными техническими объектами, а также в областях экономики. Наиболее 

интересными для практического использования являются точные поисковые 

алгоритмы, реализующие свойства классов задач, и приближенные алгоритмы, 

особенно алгоритм адаптивного случайного поиска граничных точек, а также 

процедура идентификации свойств псевдобулевых функций. 

Описанные алгоритмы использованы в решении задачи оптимизации 

загрузки технологического оборудования предприятия, представляющей собой 

задачу условной псевдобулевой оптимизации с несвязным множеством 

допустимых решений [113].  

Интересны результаты применения разработанных алгоритмов 

оптимизации в методах распознавания, в частности, в логических алгоритмах 

классификации [114]. Применение эффективных алгоритмов комбинаторной 

оптимизации позволяет находить информативные закономерности в данных, 

что ведет к получению эффективных решающих правил. 
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Search Algorithms for Constrained Pseudo-Boolean Optimization 

 

A. N. Antamoshkin, I. S. Masich 

 
Problem statement. The issue is the problem of optimizing real functions of binary variables that is 

the so-called pseudo-Boolean optimization problem. In many practical problems, possible combinations of 

variables are restricted by constraints that narrow the set of admissible values of the control variables. At 

the same time these constraints (and an objective function) often have structural properties, inclusion of 

which in the optimization process can improve the efficiency of solving such problems. Furthermore, in many 

real problems of optimization a part of functions (criteria and constraints) or all functions are defined 

algorithmically, which makes it impossible to apply the standard algorithms and requires the development of 

search optimization procedures. Purpose. To justify, construct and research methods for constrained 

pseudo-Boolean optimization problems with algorithmically given functions. Methods. Research of 

properties of the space of Boolean variables and detection of patterns for behavior of pseudo-Boolean 

functions in the space of Boolean variables. Development of exact regular algorithms that implement 

properties of specific classes of problems. In the development of regular algorithms, the classes of unimodal, 

monotone and structurally monotone pseudo-Boolean functions are considered. For large-scale problems 

research of algorithms based on a random search method that search among the boundary points of the 
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feasible set. Results. The new exact algorithms with analytical estimates of complexity for solving the 

constrained pseudo-Boolean optimization problems. These algorithms realize information complexity of the 

problem classes. As well the new approximate algorithms are constructed for constrained optimization of 

monotone pseudo-Boolean functions with a large number of variables. Practical relevance. The developed 

algorithms are useful for solving all practical problems which are reduced to optimization problems of 

pseudo-Boolean functions. So, the problem of optimizing the capacity utilization of foundry is solved. The 

developed algorithms are used for finding logical patterns (used for building classifiers) in data that is the 

constraint pseudo-Boolean optimization problem of large dimension. 

 

Key words: pseudo-Boolean functions, optimization, random search, greedy algorithm, regular 

optimization algorithm. 
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