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Подход к исследованию теплопроводности нечеткими 

численными методами в условиях неопределенности 

теплофизических характеристик 

 
Бобков В. И., Борисов В. В., Дли М. И. 

 
Постановка задачи: традиционный подход к решению большого класса задач исследования 

термически активируемых химико-энерготехнологических процессов не позволяет учесть присущую 

теплофизическим характеристикам этих процессов неопределенность. Использование же при реше-

нии дифференциальных уравнений математической физики нечетких численных методов приводит к 

проблеме возрастания неопределенности вследствие итерационных вычислений над нечеткими па-

раметрами. Требуется предложить подход к исследованию термически активируемых химико-

энерготехнологических процессов, обеспечивающий отсутствие накопления неопределенности при 

выполнении итерационных вычислений над нечеткими параметрами конечно-разностного уравнения 

теплопроводности. Целью работы является создание подхода к исследованию термически активи-

руемых химико-энерготехнологических процессов нечеткими численными методами в условиях не-

определенности теплофизических характеристик. Используемые методы: нечеткие численные ме-

тоды, методы теории нечетких множеств и вычислений. Новизна: предлагается оригинальный 

подход к исследованию термически активируемых химико-энерготехнологических процессов нечет-

кими численными методами в условиях неопределенности теплофизических характеристик, позво-

ляющий решить проблему возрастания неопределенности результатов при итерационных вычисле-

ниях на основе модального взаимодействия параметров, представленных нечеткими числами. Ре-

зультат: предлагаемый подход использован для исследования распределения температуры сфериче-

ских окатышей в условиях неопределенности теплофизических характеристик. Описана процедура 

реализации операций над нечеткими параметрами конечно-разностного уравнения теплопроводно-

сти с использованием нечеткого интервального метода и предлагаемого подхода. Практическая 

значимость: предложенный в статье подход и полученные на его основе соотношения позволяют 

исследовать сложные динамические процессы нагрева окатышей, учитывающие эндо- и экзотерми-

ческие эффекты физико-химических превращений, параметры тепло- и массопереноса и кинетики 

гетерогенных процессов в условиях неопределенности.  

 

Ключевые слова: теплотехнологическая система, теплофизические характеристики, нечет-

кие численные методы, окатыши, теплопроводность, теплоемкость. 

 

Актуальность 

Существует большой класс задач исследования термически активируе-

мых химико-энерготехнологических процессов, целью которых является опре-

деление оптимальных режимов работы теплотехнологических систем и спосо-

бов воздействия на термически активируемые процессы с целью повышения их 

эффективности [1]. Исследование термически активируемых химико-
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энерготехнологических процессов является сложной, многофакторной и доро-

гостоящей задачей, требует подробного изучения закономерностей физико-

химических превращений и тепло-массообменных характеристик сырьевых ма-

териалов, продуктов и промежуточных компонентов, участвующих во всех ста-

диях технологического процесса подготовки окатышей [2-6]. Именно поэтому 

предпочтение при выполнении таких исследований отдается математическому 

моделированию процессов и аппаратов, теплотехнологических систем в це-

лом [7].  

Для математического описания и исследования химико-

энерготехнологических процессов, как правило, используются системы диффе-

ренциальных уравнений, решение которых реализуется численными методами. 

Однако такой подход не позволяет учесть присущую теплофизическим харак-

теристикам этих процессов неопределенность. Поэтому актуальной научной за-

дачей является исследование этих процессов нечеткими численными методами. 

Вместе с тем, итерационные вычисления над нечеткими параметрами ко-

нечно-разностных уравнений приводят к проблеме возрастания (накопления) 

неопределенности и к «размыванию» результатов, вследствие чего они оказы-

ваются сложно интерпретируемыми и непригодными для дальнейшего анализа.  

В статье предлагается подход к решению дифференциальных уравнений 

математической физики в условиях неопределенности параметров с использо-

ванием нечетких численных методов, позволяющий решить проблему возрас-

тания неопределенности при итерационных вычислениях на основе модального 

взаимодействия нечетких чисел. 

Приведен пример использования предлагаемого подхода к исследованию 

распределения температуры сферических окатышей в условиях неопределенно-

сти теплофизических характеристик. Описана процедура реализации операций 

над нечеткими параметрами конечно-разностного уравнения теплопроводности 

с использованием нечеткого интервального метода и решением проблемы воз-

растания неопределенности при выполнении итерационных вычислений над 

этими параметрами на основе модального взаимодействия между нечеткими 

числами. 

 

Постановка задачи. Описание модели с нечеткими параметрами 

Для содержательной постановки и решения задачи в работе введены обо-

значения, представленные в таблице 1. 

 

Таблица 1 – Обозначения 
Обозначение Физический смысл обозначения 

λ – теплопроводность, Вт/(мК) 

ρc – объемная теплоемкость, Дж/(м3К) 

Tm – температура материала окатыша, K 

Tg – температура греющего газа-теплоносителя, K 

F – коэффициент теплоотдачи с поверхности, Вт/(м2К) 

τ – время, с 

R – радиус окатыша, м 
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Обозначение Физический смысл обозначения 

x – координата радиуса окатыша 

Tm0 – начальная температура материала окатыша, К 

Σq – сумма истоков и стоков теплоты в результате эндо- и экзотермических 

превращений в материале окатыша, Дж 

Δτ – шаг разбиения по времени, с 

Δx – шаг разбиения по координате радиуса окатыша, м 

 

Рассмотрим содержательную постановку задачи исследования химико-

энерготехнологических процессов на примере типовой задачи исследования 

распределения температуры сферических окатышей в условиях неопределенно-

сти теплофизических характеристик. 

На всех этапах подготовки и переработки фосфатного сырья по термиче-

ской технологии целевые химико-энерготехнологические процессы: сушка, де-

гидратация, диссоциация карбонатов, спекание, восстановление и возгонка 

фосфора осуществляется путем регламентного теплового воздействия на ис-

ходный материал [8, 9]. Нагрев сырья происходит в результате высокоинтен-

сивного теплообмена с продуктами сгорания топлива или реакционными газа-

ми, фильтрующимися через плотный слой сырых окатышей [10]. Поскольку це-

левые процессы носят термически активируемый характер, их интенсивность 

находится в прямой зависимости от условий внешнего и внутреннего теплооб-

мена, которые в свою очередь, определяются теплофизическими характеристи-

ками обрабатываемых материалов [11]. Существенное влияние теплофизиче-

ских характеристик фосфатного сырья на ход и эффективность процесса обжи-

га в движущейся многослойной массе на конвейере обжиговой машины с пере-

крестной подачей греющего газа-теплоносителя отмечалось в работе [8]. 

Основным механизмом переноса тепла в материале окатышей является их 

теплопроводность [6]. Однако сложная изменяющаяся в процессе нагрева 

структура, гамма физико-химических превращений, сопровождающихся эндо- 

и экзотермическими эффектами, взаимоопределяющий характер зависимостей, 

параметров тепло- и массопереноса и кинетики гетерогенных процессов не поз-

воляют однозначно охарактеризовать параметры теплопроводности и объемной 

теплоёмкости. Экспериментальные исследования, для различных фосфорито-

вых руд и пород, а также прессовок и окатышей, показывают, что для темпера-

тур обжига теплопроводность λ находится в диапазоне  1; 5 , а объемная 

теплоемкость ρc10-6 – в диапазоне  2; 3,5c  . При этом по результатам этих 

исследований можно определить дополнительное свойство этих параметров – 

степень их значений принадлежности к указанным диапазонам.  

Представим каждый из этих параметров в виде нечетких чисел  , c , со-

ответственно: 

-  , заданное в диапазоне  1; 5 , представляет собой совокупность упо-

рядоченных пар 
*{( ( ), )}


    , где степень принадлежности * ( )


   

 1; 5   к множеству   задается с использованием функции принад-
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лежности ( )


  , отображающей каждый элемент   на диапазон дей-

ствительных чисел [0; 1]; 

- c , заданное в диапазоне  2; 3,5 , представляет собой совокупность 

упорядоченных пар 
*{( ( ), )}

c
c c c


    , где степень принадлежности 

* ( )
c

x


   2; 3,5c   к множеству c  задается с использованием 

функции принадлежности ( )
c

x


 , отображающей каждый элемент c  

на диапазон действительных чисел [0; 1]; 

На рис. 1 показаны примеры нечетких параметров теплопроводности и 

объемной теплоёмкости в виде треугольных нечетких чисел   и c , соответ-

ственно. 


1

0 1 2 3 4 5




 


1

0 1 2 3 4

c

610c 
 

а) б) 

Рис. 1. Нечеткие параметры теплопроводности (а) и объемной теплоёмкости (б) 

в виде нечетких треугольных чисел 

 

Математическое описание тепловых процессов в окатыше базируется на 

системе дифференциальных уравнений с нечеткими параметрами c  и  : 

2

2

1m m
l

l

T T
c x q

x x x
 



   
  

   
   (1) 

при начальных и граничных условиях: 

0
0, ;m mT T      (2) 

0, 0;mT
x

x


 


   (3) 

 , .m
F g m x R

T
x R T T

x


 

 

 
    

 
   (4) 

 

Решение с использованием нечетких численных методов 

Решение поставленной задачи реализуется нечеткими численными мето-

дами. Конечно-разностное представление уравнения (1) проводится по равно-

мерной сетке с числом разбиений по радиусу окатышей N и по времени К.  

    1 1

1

2 2
( 1)/2( 1)/2 ( 1)/2, ( 1)/22 2

1 1
,i i

i i i i

k k
k km m k k k k k k

ii i i j m m i m m i

i

T T
c x T T x T T q

x x
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где  

1 1
( 1) / 2 ( 1) / 2, , .

2 2

i i i i
i i l

l

q q
   

  
  

 
      (5) 

Конечно-разностное уравнение теплопроводности (5) записано в неявной 

форме и для решения используется метод прогонки. Расчетные соотношения 

для решения внутренней задачи теплопроводности в окатыше, опустив для 

наглядности индексы k на каждом временном «слое»  , запишутся в 

стандартной форме: 

1 1 , 2, ..., 1,i i i i i i iAC CT BT D i N       

где  

2

( 1) / 2 ( 1) / 22
,i i iA x

x


 





 

  22 2

( 1) / 2 ( 1) / 2 ( 1) / 2 -1/ 22
,ii i i i i iC x x x c

x


    


  


 

2

( 1) / 2 ( 1) / 22
,i i iB x

x


 





 

 2
.ii i mi i

D x c T q      

Решение ищется методом прогонки с использованием рекуррентного 

соотношения 

1 1 1, 2, ..., ,i i i iT T i N       

Для прогоночных коэффициентов 1i   и 1i   справедливы зависимости  

1 1, , 2, , 1.i i i i
i i

i i i i i i

B A D
i N

C A C A


 

 
 


    

 
 

С учетом граничных условий (4) определяются нечеткие значения 

коэффициентов 1 1,   и температуры на правой границе (поверхности окатыша) 

1NT  . 

Полученные соотношения позволяют решить внутреннюю задачу 

теплопроводности в условиях неопределенности теплофизических 

характеристик и описать нечеткое распределение температуры сферических 

окатышей нечеткими численными методами.  

 

Выполнение нечетких операций над нечеткими параметрами 

Для реализации операций над нечеткими параметрами конечно-

разностного уравнения теплопроводности используем нечеткий интервальный 

метод [12]. 

Пусть в качестве примера заданы входные параметры в виде нечетких 

треугольных чисел 
1 3

( , ( ), )A a M A a  и 
1 3

( , ( ), )B b M B b  и нечеткое число 

1 3
( , ( ), )С с M С с , являющееся результатом некоторой операции   над A  и B . 

Здесь 
1 1 1
, ,a b c  – левые границы, ( ), ( ), ( )M A M B M C  – модальные значения и 

3 3 3
, ,a b c  – правые границы нечетких чисел , ,A B C , соответственно. 
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Тогда процедура выполнения некоторой операции   над нечеткими 

треугольными числами A  и B  на основе интервального метода заключается в 

следующем. 

Этап 1. Декомпозиция входных параметров A  и B  на α-уровни 
( ) ( )

1 3
[ , ]A a a 


  и ( ) ( )

1 3
[ , ]B b b 


 . Критерий выбора α-уровней – требуемая 

точность результата.  

Этап 2. Для каждого интервала α-уровня выполняется соответствующая 

интервальная операция: C A B
  
  , ( ) ( )

1 3
[ , ]C c c 


 . 

Этап 3. Выполняется композиция результата операции над нечеткими 

числами из его α-уровней: 
[0,1]

.C C







  

 

Ограничение возрастания неопределенности результатов при 

итерационных вычислениях на основе модального взаимодействия 

нечетких чисел 

При наличии итерационных вычислений над нечеткими параметрами 

конечно-разностного уравнения теплопроводности требуется решить проблему 

«размывания» результата, вследствие чего он может оказаться сложно 

интерпретируемым и непригодным для дальнейшего анализа. В качестве 

одного из наиболее эффективных способов ограничения возрастания 

(накопления) нечеткости воспользуемся способом, предложенным в [13], 

заключающимся в использовании так называемого модального взаимодействия 

нечетких чисел.  

В результате модифицированные (с учетом модального взаимодействия) 

операции над интервалами α-уровней нечетких чисел A  и B  вычисляются в 

соответствии со следующими выражениями: 

   

( ) ( )

1 3

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 3 3

[ , ]

min ( ), ( ) , max ( ), ( ) ,

C A B c c

a M B b M A a M B b M A

 

  

   

   

     
 

 

   

( ) ( )

1 3

( ) ( ) ( ) ( )

1 3 3 3

[ , ]

min ( ), ( ) , max ( ), ( ) ,

C A B c c

a M B b M A a M B b M A

 

  

   

   

       
 

 

 

 

( ) ( )

1 3

( ) ( ) ( ) ( )

1 3 1 3

( ) ( ) ( ) ( )

1 3 1 3

[ , ]

min ( ), ( ), ( ) , ( ) ,
,

max ( ), ( ), ( ) , ( )

C A B c c

a M B a M B M A b M A b

a M B a M B M A b M A b

 

  

   

   

   

    
 
    
 

 

( ) ( )

1 3

( ) ( ) ( ) ( )

1 3 1 3
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Примечание. Если в качестве операнда используется четкое число, то для 

такого числа (чисел) левая и правая границы приравниваются к его модальному 

значению. 

На рис. 2, а проиллюстрирован эффект возрастания неопределенности 

результата итерационных вычислений над нечеткими параметрами без 

использования модального взаимодействия между нечеткими числами, а на 

рис. 2, б – отсутствие накопления нечеткости при использовании модального 

взаимодействия между нечеткими числами. 
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Рис. 2. Результаты итерационных вычислений без модального взаимодействия 

нечетких чисел (а) и с модальным взаимодействием нечетких чисел (б) 

 

Заключение 

В статье предлагается оригинальный подход к исследованию термически 

активируемых химико-энерготехнологических процессов нечеткими числен-

ными методами в условиях неопределенности теплофизических характеристик, 

позволяющий решить проблему возрастания неопределенности результатов при 

итерационных вычислениях на основе модального взаимодействия параметров, 

представленных нечеткими числами. 

Приведен пример использования предлагаемого подхода к исследованию 

распределения температуры сферических окатышей в условиях неопределенно-

сти теплофизических характеристик. Описана процедура реализации операций 

над нечеткими параметрами конечно-разностного уравнения теплопроводности 

с использованием нечеткого интервального метода и предлагаемого подхода. 

Полученные соотношения позволяют решить внутреннюю задачу 

теплопроводности в условиях неопределенности теплофизических 

характеристик и описать нечеткое распределение температуры сферических 

окатышей нечеткими численными методами.  

 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 17-01-

00189_а. 
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Approach to a Heat Conductivity Research by Fuzzy Numerical 

Methods in the Conditions of Indeterminacy Thermal Characteristics 

 

V. I. Bobkov, V. V. Borisov, M. I. Dli 

 

 
Problem definition: traditional approach to the solution of a big class of research problems of 

thermally activated chemical and power technological processes does not allow to consider indeterminacy 

inherent in thermal characteristics of these processes. Use at the solution of differential equations of mathe-

matical physics of fuzzy numerical methods leads to a problem of increase of indeterminacy owing to itera-

tive calculations over indistinct parameters. It is required to offer the approach to a research of thermally 

activated chemical and power technological processes providing lack of accumulation of indeterminacy 

when performing iterative calculations over fuzzy parameters of a finite-difference heat conduction equation. 

The purpose of work is creation of approach to a research of thermally activated chemical and power tech-

nological processes by fuzzy numerical methods in the conditions of indeterminacy of thermal characteris-
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tics. The used methods: fuzzy numerical methods, methods of the theory of fuzzy sets and calculations. Nov-

elty: the original approach to a research of thermally activated chemical and power technological processes 

by fuzzy numerical methods in the conditions of indeterminacy of thermal characteristics allowing to solve a 

problem of increase of indeterminacy of results at iterative calculations on the basis of modal interaction of 

the parameters presented by fuzzy numbers is offered. Result: the offered approach is used for a research of 

distribution of temperature of spherical pellets in the conditions of indeterminacy of thermal characteristics. 

The procedure of realization of operations over fuzzy parameters of a finite-difference heat conduction equa-

tion with use of an fuzzy interval method and the offered approach is described. Practical significance: the 

approach offered in article and the ratios received on its basis allow to investigate the complex dynamic 

processes of heating of pellets considering endo- and exotherms of physical and chemical transformations, 

parameters warm and a mass transfer and a kinetics of heterogeneous processes in the conditions of inde-

terminacy. 

 

Keywords: heat-engineering system, physical and heat characteristics, fuzzy numerical methods, pel-

lets, thermal conductivity, heat capacity. 
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